
9. fejezet

Valószín¶ségszámítási és

statisztikai alapok

Diszkrét és folytonos valószín¶ségi változók. Nagy számok törvénye, cent-

rális határeloszlás tétele. Statisztikai becslések, klasszikus statisztikai próbák.

9.1. Valószín¶ségszámítási alapfogalmak

9.2. Valószín¶ségi változók

9.2.1. De�níció (Valószín¶ségi változó). Valószín¶ségi változónak neve-
zünk egy eseménytér elemeihez valós számokat rendel® X : Q→ R függvényt.

9.2.1. Diszkrét valószín¶ségi változók

9.2.2. De�níció (Diszkrét valószín¶ségi változó). Az X valószín¶ségi vál-
tozót diszkrétnek nevezzük, ha lehetséges értékeinek száma megszámlálható
(véges vagy végtelen). Ezt röviden X(Q)-val jelöljük.

9.2.3. De�níció (Diszkrét valószín¶ségeloszlás). A v : X(Q)→ R, v(xi) =

pi = P (X = xi) függvényt az X változó eloszlásának nevezzük.

9.2.4. Tétel (Az eloszlás tulajdonságai).

• v(xi) ≥ 0,

•
∑n

i=1 v(xi) = 1.
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9.2.5. De�níció (Diszkrét eloszlásfüggvény). A fenti jelölésekkel F (x) =∑
xi<x

pi függvényt az X diszkrét eloszlásfüggvényének hívjuk.

9.2.6. De�níció (Várható érték). Az el®z® jelölésekkel X valószín¶ségi
változó várható értéke M(X) =

∑n
i=1 xiv(xi).

9.2.7. Megjegyzés. Az X végtelen sokféle értéke esetén a várható érték
csak akkor értelmes, ha a

∑∞
i=1 v(xi)xi sor abszolút konvergens.

9.2.8. De�níció (Szórásnégyzet, szórás). Az X valószín¶ségi változó szó-
rásnégyzetének az (X − m)2 valószín¶ségi változó várható értékét nevezzük:
D2(X) =

∑n
i=1(xi −m)2v(xi).

A szórásnégyzet gyöke a szórás (D).

9.2.9. Tétel.

D2(X) =
n∑
i=1

x2i v(xi)−m2 = M(X2)−m2.

9.2.10. Megjegyzés. Az X változó szórásának és várható értékének hánya-
dosát relatív szórásnak is nevezzük.

9.2.11. Tétel (A várható érték és a szórás tulajdonságai).

• M(aX + b) = aM(X) + b,

• M(aX + bY ) = aM(X) + bM(Y ),

• D2(aX + b) = a2D2(X).

9.2.12. De�níció (Normált valószín¶ségi változó).

X∗ =
X −M(X)

D(X)

Ekkor M(X∗) = 0 és D2(X∗) = 1.

Készítette: Bognár Bálint, Átdolgozta: Cserép Máté 2011. június 27.
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Együttes eloszlások, peremeloszlások

9.2.13. De�níció (Együttes eloszlás). Legyenek X és Y valószín¶ségi vál-
tozók. Ekkor az X(Q)× Y (Q) halmazon értelmezett

w(xi, yj) = P (X = xi, Y = yj)

függvényt a két változó (vagy az (X;Y ) vektorváltozó) együttes eloszlásának
hívjuk.

9.2.14. De�níció (Együttes várható érték). Mivel két változó együttes
eloszlása kielégíti az eloszlásra megfogalmazott feltételeket, képezhetjük bel®le
a két változó

M(X;Y ) =
∑
i,j

xiyjw(xi, yj)

együttes várható értékét.

9.2.15. De�níció (Peremeloszlás). X és Y együttes eloszlásából a

v(xi) =
m∑
j=1

w(xi, yj), illetve u(yj) =
n∑
i=1

w(xi, yj)

eloszlásokat az X, illetve Y változókra vonatkozó peremeloszlásoknak nevez-
zük.

9.2.16. De�níció (Kovariancia). Két valószín¶ségi változó kovarianciája
a Cov(X, Y ) = M((X −M(X))(Y −M(Y ))) várható érték.

9.2.17. Tétel. Cov(X, Y ) = M(XY )−M(X)M(Y )

9.2.18. De�níció (Korrelációs együttható). Ha X és Y valószín¶ségi vál-
tozóknak létezik szórása és kovarianciája, akkor korrelációjuk az

R(X, Y ) =
Cov(X, Y )

D(X)D(Y )
.

A korrelációs együttható a valószín¶ségi változók közötti kapcsolat er®sségét
jellemzi.

9.2.19. Tétel (A korrelációs együttható tulajdonságai).

• R(X, Y ) = 0, ha X és Y függetlenek (nem megfordítható);

Készítette: Bognár Bálint, Átdolgozta: Cserép Máté 2011. június 27.
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• R(X, aX + b) = 1, ha a > 0, mert Cov(X, aX + b) = aD2(X);

• |R(X, Y )| ≤ 1 és |R(X, Y )| = 1 ⇔ X = aY + b egyenl®ség teljesül 1
valószín¶séggel (a 6= 0, b ∈ R).

9.2.20. Tétel (Lineáris függvénykapcsolat). Ha két valószín¶ségi válto-
zóra |R(X, Y )| = 1, akkor a két változó között függvénykapcsolat áll fenn,
azaz ∃a, b ∈ R : Y = aX + b.

9.2.21. De�níció (Független valószín¶ségi változók). Két valószín¶ségi
változó független, ha P (X = xi, Y = yj) = P (X = xi) · P (y = yj).

Ebben az esetben az együttes eloszlás minden tagja a megfelel® peremel-
oszlások szorzataként áll el®, azaz: w(xi, yj) = v(xi) · u(yj).

9.2.22. Tétel (Független valószín¶ségi változók tulajdonságai). Ha X
és Y független valószín¶ségi változók, akkor:

• M(X + Y ) = M(X) +M(Y ),

• D2(X + Y ) = D2(X) +D2(Y ).

9.2.2. Folytonos valószín¶ségi változók

9.2.23. De�níció (Eloszlásfüggvény). Az x ∈ R : F (x) = P (X < x)

függvényt az X valószín¶ségi változó eloszlásfüggvényének nevezzük.

9.2.24. Tétel (Az eloszlásfüggvény tulajdonságai). 1. F (x) ≥ 0,

2. F monoton növeked®,

3. limx→−∞F (x) = 0 és limx→+∞F (x) = 1,

4. F minden pontjában balról folytonos.

9.2.25. De�níció (Folytonos valószín¶ségi változó). Ha egy valószín¶-
ségi változó eloszlásfüggvénye folytonos, akkor eloszlását is folytonosnak (ab-
szolút folytonosnak) nevezzük.

9.2.26. De�níció (S¶r¶ségfüggvény). Az X folytonos valószín¶ségi vál-
tozó s¶r¶ségfüggvénye f , ha F (X) =

∫ x
−∞ f(t)dt értelmes.

9.2.27. Tétel.

Készítette: Bognár Bálint, Átdolgozta: Cserép Máté 2011. június 27.
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• A s¶r¶ségfüggvény nemnegatív és
∫∞
−∞ f(t)dt = 1,

• P (a ≤ x < b) = F (b)− F (a),

• P (a ≤ x ≤ b) =
∫ b
a
f(x)dx.

9.2.28. De�níció (Várható érték). AZ X abszolút folytonos valószín¶-
ségi változó várható értéke M(X) =

∫∞
−∞ xf(x)dx, feltéve, hogy ez az im-

proprius integrál abszolút konvergens.

9.2.29. De�níció (Szórásnégyzet, szórás). Ha X folytonos eloszlású va-
lószín¶ségi változó s¶r¶ségfüggvénye f(x), akkor szórásnégyzete

D2(X) = M((X −M(X))2) =

∫ ∞
−∞

(x−M(X))2f(x)dx,

szórása a szórásnégyzet négyzetgyöke (feltéve, hogy az integrál létezik).

9.2.30. Tétel. A szórásnégyzet felírható D2 = M(X2)−M2(X) alakban.

9.2.31. Megjegyzés. A diszkrét valószín¶ségi változók várható értékre és
szórásra vonatkozó összefüggései igazak folytonos valószín¶ségi változókra is.

9.2.3. Tételek

9.2.32. Tétel (A centrális határeloszlás tétele). Ha X1, . . . , Xn azonos
eloszlású, független, véges várható érték¶ és szórású valószín¶ségi változók,
akkor

limn→∞P

(
X1 + . . . +Xn − nm

σ
√
n

< x

)
=

1√
2π

∫ x

−∞
e

t2

2 dt = Φ(x),

ahol m = M(Xk), σ = D(Xk)(k = 1, 2, . . . ), nm az X1 + . . . + Xn összeg
várható értéke, σ

√
n a szórása, és Φ(x) a standard normális eloszlásfüggvény.

Azaz sok független valószín¶ségi változó összege normális eloszlású.

9.2.33. Tétel (A nagy számok törvénye). Legyenek X1, . . . , Xn azonos
eloszlású, független, azonos (véges) várható érték¶ (m) és szórású valószín¶-
ségi változók. Ekkor az X̄n = X1+...+Xn

n
változóra:

limn→∞P
(∣∣X̄n −m

∣∣ ≥ ε
)

= 0,

azaz a számtani közép sztochasztikusan konvergál a várható értékhez.

Készítette: Bognár Bálint, Átdolgozta: Cserép Máté 2011. június 27.
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9.2.34. De�níció (Sztochasztikus konvergencia). Valószín¶ségi változók
ξn, n = 1, 2, . . . , sorozata akkor konvergál sztochasztikusan egy ξ valószín¶ségi
változóhoz, ha (egyrészt ezek a valószín¶ségi változók ugyanazon az (Ω, A, P )

valószín¶ségi mez®n vannak de�niálva, másrészt) minden ε > 0 számra:

limn→∞P (|ξn (ω)− ξ (ω)| > ε) = 0.

9.3. Statisztikai becslések

A statisztikai becslések feladata, hogy ha sejtjük egy minta eloszlását,

közelíthessük az eloszlás ismeretlen paramétereit.

9.3.1. De�níció (Statisztika). Egy ismeretlen a paramétert közelít® min-
taelemekb®l képzett b(X1, X2, . . . , Xn) függvényt az a paraméter statisztikai
becslésének (röviden statisztikának) nevezzük.

9.3.2. De�níció (Torzítatlanság). Azt mondjuk, hogy a b statisztika tor-
zítatlanul becsli az a paramétert, ha várható értéke M(b(X1, . . . , Xn)) = a.

9.3.3. De�níció (Konzisztencia). Egy statisztikai becslést konzisztensnek
nevezünk, ha elegend®en nagy mintaelemszámra tetsz®legesen közelíti a be-
csült paramétert, azaz ∀ε, δ ∈ R : ∃N ∈ N : ha n > N , akkor

P (|b(X1, . . . , Xn)− a| ≥ ε) ≤ δ.

9.3.4. Tétel (A várható érték becslése). A várható értéknek minden el-
oszlás esetén torzítatlan becslését adja a tapasztalati (empirikus) várható ér-
ték, azaz a mintaelemek átlaga:

M(X) ≈ X1 + . . . Xn

n
.

9.3.5. Tétel (A szórás becslése). A szórásnégyzetnek minden eloszlás ese-
tén torzítatlan becslését adja a korrigált tapasztalati szórásnégyzet.

D2(X) ≈
∑n

i=1(Xi − X̄)2

n− 1

Készítette: Bognár Bálint, Átdolgozta: Cserép Máté 2011. június 27.
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9.3.1. Maximum-likelihood becslés

Tegyük fel, hogy X1, . . . , Xn adott minta, mellyel az aparamétert szeret-

nénk becsülni. Ekkor a minta közös s¶r¶ségfüggvénye

fa(x) =
n∏
i=1

fa(xi).

Ekkor a maximum-likelihood becslésének nevezzük azt az â(X1, . . . , Xn)

függvényt, melyre fâ(x) maximális.

A feladat tehát az L =
∏n

i=1 fa(xi) likelihood-függvény széls®értékeinek

keresése. Egy függvény és logaritmusa ugyanott veszik fel széls®értékeiket,

melyeket általánosan deriválás segítségével határozhatunk meg, tehát a meg-

oldandó feladat:
d lnL

da
= 0.

9.3.6. Megjegyzés.

• Diszkrét eloszlás esetén is alkalmazható a módszer, ekkor a likelihood-
függvény:

L =
m∏
i=1

pa(xi)
ri ,

ahol ri at i-edik mintaelem gyakorisága.

• Többváltozós függvények deriválásával szükség eseté egyszerre több pa-
raméter is becsülhet®.

• A gyakorlat szempontjából elegend®en általános feltételek mellett meg-
mutatható, hogy a maximum-likelihood becslés konzisztens és minimá-
lishoz közeli szórású.

9.3.2. Kon�denciaintervallumok

Ez a módszer nem konkét értéket határoz meg a paraméter becsléseként,

hanem adott valószín¶séghez rendel intervallumot, melyben a paraméter a

megadott valószín¶séggel található.

9.3.7. Megjegyzés. A kon�denciaintervallum hossza a mintaelemszám nö-
velésével annak négyzetgyökével arányosan csökken.

Készítette: Bognár Bálint, Átdolgozta: Cserép Máté 2011. június 27.
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Várható érték becslése. Legyen X normális eloszlású változó ismert σ

szórással. Ekkor várható értékének 1 − p megbízhatóságú kon�denciainter-

valluma: [
X − up

σ√
n

;X + up
σ√
n

]
,

ahol

Φ(up) = 1− p

2
.

Ha megköveteljük, hogy a kon�denciaintervallum félhossza legfeljebb d

lehessen, akkor a mintaelemszámra az

n ≥ u2p
σ2

d2

alsó korlát adódik.

Szórás becslése. Keressük az N(m,σ) ismert várható érték¶ normális el-

oszlás szórását. Jelölje s∗
2
a minta tapasztalati szórásnégyzetét! Ekkor a σ2

szórásnégyzet 1− p megbízhatóságú kon�denciaintervalluma:[
n · s

∗2

χ2
p
2

;n · s
∗2

χ2
1− p

2

]
,

ahol χ2
p az n szabadságfokú χ2 eloszlás p valószín¶séghez és n szabadságfokhoz

tartozó értéke.

9.4. Statisztikai próbák

A statisztikai próbák feladata általában valamely mintá(k)ra vonatkozó

feltevésünk meger®sítése vagy elutasítása.

9.4.1. Alapfogalmak

A statisztikai próba alapja mindig egy statisztika, azaz egy h(X1, . . . , Xn)

függvény, amire vonatkozóan a hipotéziseinket felállítottuk.

Nullihpotézis, ellenhipotézis. Alaphipotézisnek vagy nullhipotézisnek (H0)

nevezzük az alapfeltevésünket, amit igazolni szeretnénk. Ezzel szemben áll az

ellenhipotézis, ami akkor tejesül, ha a nullhipotézis nem igaz.

Készítette: Bognár Bálint, Átdolgozta: Cserép Máté 2011. június 27.
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Elfogadási tartomány, kritikus tartomány. Elfogadási tartománynak
nevezünk egy olyan halmazt, amelyben a nullhipotézis teljesülése esetén a

vizsgált statisztika értéke nagy valószín¶séggel (1 − p) elhelyezkedik. Ezzel

szemben a kritikus tartományba várhatóan akkor esik a h statisztika értéke,

ha az ellenhipotézis teljesül.

Hibák.

H0 igaz H0 hamis

H0 elfogadása helyes döntés másodfajú hiba

H0 elvetése els®fajú hiba helyes döntés

9.4.1. De�níció (Terjedelem). Egy próba terjedelme az els®fajú hiba va-
lószín¶ségének fels® határa.

9.4.2. De�níció (Er®függvény). Ha β a másodfajú hiba valószín¶sége, ak-
kor a próba er®függvénye 1− β.

9.4.3. De�níció. Azonos terjedelm¶ próbák közül er®sebbnek nevezünk azt,
amelyiknek az er®függvénye minden ponton nem kisebb a másikénál.

9.4.2. u-próbák

Egymintás eset

Adott egy X normális eloszlású, ismert szórású változó n elem¶ mintája.

Hipotézisünk a várható értékre vonatkozik, azaz H0 : m = m0. Legyen a

próbastatisztika:

u =
√
n
X̄ −m0

σ
.

Ekkor a p valószín¶ség mellett elfogadjuk a nullhipotézist, ha |u| ≤ u p
2
, ahol

u p
2
a standard normális eloszlás 1− p

2
kvantilise.

Ha az ellenhipotézis egyoldalú, akkor az elfogadási tartomány u ≤ up-re,

illetve u ≥ −up-re módosul.

Kétmintás eset

Két független (a fenti feltételeket teljesít®) mintára (X, Y ) vonatkozó

nullhipotézisünk, hogy várható értékük egyenl®. Erre a próbastatisztika:

u =
X̄ − Ȳ√
σ2
x

nx
+

σ2
y

ny

.

9.4.4. Tétel. Az u-próbák konzisztens, torzítatlan és leger®sebb próbák.

Készítette: Bognár Bálint, Átdolgozta: Cserép Máté 2011. június 27.
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9.4.3. t-próba

Egymintás eset

Ha a vizsgált normális eloszlás szórása sem ismert, de feltehet®, hogy

azonos, akkor az u-próba helyett t-próbát alkalmazunk. Ennek próbastatisz-

tikája csak annyiban különbözik, hogy a szórás helyett a korrigált tapasztalati

szórásnégyzettel dolgozunk, azaz:

t =
√
n
X̄ −m0

s∗2
.

Az elfogadási tartomány ekkor: |t| ≤ t p
2
,n−1, ahol a jobb oldalon a p

2
höz

tartozó, n− 1 szabadságfokú Student-eloszlás áll.
Egyoldali ellenhipotézis esetén az u-próbához hasonlóan módosul a tar-

tomány.

Kétmintás eset

AdottX és Y , a fenti feltételeket teljesít® mintákra vizsgáljuk azt a nullhi-

potézist, mely szerint a két változó várható értéke azonos. A próbastatisztika:

t =

√
nm(n+m− 2)

n+m

X̄ − Ȳ√
s∗2x + s∗2y

.

9.4.5. Tétel. A t-próba leger®sebb próba.

9.4.4. F-próba

Ha két, normális eloszlású, ismeretlen paraméterekkel rendelkez® mintáról

szeretnénk eldönteni, hogy szórásuk azonos-e, akkor F -próbát alkalmazunk.

Ennek próbastatisztikája:

F = max

(
s∗

2

x

s∗2y
,
s∗

2

y

s∗2x

)
.

A elfogadási tartomány határa az (n−1,m−1) szabadságfokú F -eloszlás

1− p
2
kvantilise, ahol n a számlálóbeli, m a nevez®beli minta elemszáma.

Készítette: Bognár Bálint, Átdolgozta: Cserép Máté 2011. június 27.
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9.4.5. Illeszkedésvizsgálat, homogenitásvizsgálat

Az illeszkedésvizsgálat ún. nemparaméteres próba, mellyel azt vizsgáljuk,

hogy egy minta a megadott eloszlásból származhat-e.

Egy gyakran használt próba a Kolmogorov-Szmirnov próba, mely a ta-

pasztalati eloszlásfüggvények eltérésének maximumán alapul.

A homogenitásvizsgálat feladata két minta alapján megvizsgálni, hogy

azok azonos eloszlásból származnak-e.

(?) Mindkét módszernél támaszkodunk a minta osztályozására és az ez

alapján képzett tapasztalati eloszlásfüggvényre.

Készítette: Bognár Bálint, Átdolgozta: Cserép Máté 2011. június 27.


