
5. fejezet

Lineáris egyenletrendszerek

numerikus megoldása

Gauss-elimináció, szorzatfelbontásos módszerek, iterációs módszerek, leg-

kisebb négyzetes módszerek.

5.1. A lineáris egyenletrendszerek alapproblé-

mája

A ∈ Rn×m, b ∈ Rn. Keressük x ∈ Rm-et, hogy Ax = b. A lineáris algebrá-

ból tudjuk, hogy ∃!A−1 ⇔ |A| 6= 0. Ekkor a cél x = A−1b meghatározása.

5.1.1. Lemma. Alsóháromszög-mátrixok (fels®háromszög-mátrixok) szorzata,
illetve inverze alsóháromszög-mátrix (fels®háromszög-mátrix).

5.2. Lineáris algebrai alapfogalmak

5.2.1. De�níció (Pozitív de�nitás). Legyen A (szimmetrikus) mátrix, x
vektor a megfelel® méretekkel. Ekkor a következ®k ekvivalensek:

A pozitív de�nit A pozitív szemide�nit
∀x 6= 0 : xTAx > 0 ∀x : xTAx ≥ 0

i = 1, . . . , n : |Ai| > 0 ∀{i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n} :
|Ai1,...,ik | ≥ 0

∀λi(A) > 0 ∀λi(A) ≥ 0

A negatív de�nitás analóg módon de�niálható.
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5.2.2. De�níció (Ortogonális mátrix). Ortogonális mátrixnak nevezünk
egy Q mátrixot, ha oszlopvektorai páronként mer®legesek (skalárszorzatuk 0).

5.2.3. De�níció (Sajátérték). Adott A mátrixnak u 6= 0 sajátvektora, ha
∃λ ∈ R, hogy Au = λu. Ekkor λ-t a mátrix sajátértékének hívjuk.

5.2.4. De�níció (Spektrálsugár). Az A mátrix spektrálsugara a sajátér-
tékei minimuma. Jele: r(A) = minni=1(λi(A)).

5.3. Gauss-elimináció, szorzatfelbontásos mód-

szerek

5.3.1. Gauss-elimináció és LU-felbontás

A Gauss-elimináció segítségével a fenti alakra hozott lineáris egyenlet-

rendszerek oldhatók meg. A Gauss-elimináció célja precízen megfogalmazva

egy LU szorzatfelbontás képzése, ha ez lehetséges.

A Gauss-elimináció tárgyalásában A alatt mindig Rn×n-beli mátrixot ér-

tünk.

5.3.1. De�níció (LU-felbontás). Egy A mátrix A = LU felbontását LU-
felbontásnak nevezzük, ha:

• L alsóháromszög-mátrix és f®átlójában csupa 1 található,

• U fels®háromszög-mátrix.

5.3.2. Tétel (Az LU-felbontás unicitása és egzisztenciája).

• Ha egy mátrixnak létezik inverze (|A| 6= 0), akkor legfeljebb egy LU-
felbontása adható.

• Ha
k = 1, . . . , n− 1 : |Ak| 6= 0,

akkor A-nak létezik LU-felbontása.

A módszernek háromféle megközelítését tárgyaljuk:

Készítette: Bognár Bálint 2011. június 14.
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Elemi módszer: az elemi módszerben sorcserékkel és sorok skalárszorosá-

nak másik sorhoz való hozzáadásával (egyenl® együtthatók módszere)

alakítjuk ki a fels®háromszög-alakot. Ebb®l L már egyszer¶en megha-

tározható.

Oszloponkénti eliminálás: alkalmas alsóháromszög-mátrixokkal A-t bal-

ról szorozva egy-egy oszlop eliminálható.

Elemenkénti eliminálás: alkalmas mátrixokkal balról szorozva elemenként

is haladhatunk az eliminálással.

5.3.3. De�níció (Eliminációs mátrixok). Legyen

Rn×n 3 Lk(v) = I + v · eTk ,

illetve
Rn×n 3 Lik(α) = I + α · ei · eTk .

A k-adik lépésben válasszuk a mátrix aktuális állapotában a k-adik osz-

lop mínusz egyszeresét a fels® k elem �kinullázásával� (jelölje ezt v
(k)
k ) az

eliminációs mátrix generáló vektorának. Ekkor igaz a következ® állítás:

5.3.4. Tétel (Oszloponkénti elimináció).

A = L1(v
(1)
1 )−1, . . . , Ln−1(v

(n−1)
n−1 )−1 · U,

továbbá
A = L1(−v(1)1 ), . . . , Ln−1(−v(n−1)n−1 ) · U.

Mivel minden Li alsóháromszög-mátrix, ezért szorzatuk, illetve inverzeik
szorzata is az.

5.3.5. Megjegyzés (Elemenkénti elimináció). Az elemenkénti eliminá-
ció a következ® formában formalizálható:

a
(k+1)
ij = a

(k)
ij −

a
(k)
ik

a
(k)
kk

· a(k)kj , ahol

αij = −a
(k)
ik

a
(k)
kk

.

Készítette: Bognár Bálint 2011. június 14.
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Gauss-Jordan módszer

AGauss-elimináció egy variánsa a Gauss-Jordan módszer. A Gauss-elimináció

során kialakuló U mátrixból (például felfelé haladó kiküszöböléssel) még el®

kell állítani az egyenletrendeszer megoldását adó diagonális mátrixot.

A Gauss-Jordan módszer lényege, hogy egy lépésben nem csak a f®átló

alatti, hanem az a fölötti elemeket is eliminálja, így n−1 lépésben kialakul az

egyenletrendszer megoldása. Ehhez csak kicsit kell módosítani az eliminációs

mátrixokat.

Hatékonyság. Bár els® pillantásra úgy t¶nhet, a megoldás el®állítására

a Gauss-Jordan módszer m¶veletigényét tekintve fáradtságosabb a Gauss-

eliminációnál.

A Gauss-elimináció invariáns tulajdonságai

A Gauss-elimináció során a mátrix egyes tulajdonságai megmaradnak a

� jobb alsó� munkamátrix-részeken. Ezek:

• szimmetria,

• pozitív de�nitás,

• diagonális dominancia,

• pro�l (sáv).

5.3.2. LDU-felbontás

Az LU -felbontás egy variánsa az LDU -felbontás. Célunk, hogy U -ban is

egyesek szerepeljenek a f®átlóban, ezeket tehát �kiemeljük�.

5.3.6. De�níció (LDU-felbontás). Legyen D ∈ Rn×n diagonális mátrix.
Ekkor az LU-felbontás alapján A = LD(D−1U) képezhet® úgy, hogy Ũ =

D−1U diagonális elemei 1-esek legyenek.

5.3.3. LDL-felbontás

5.3.7. Tétel (LDL-felbontás). Ha A szimmetrikus mátrix, akkor LDU-
felbontásában U = LT , azaz a felbontás felírható A = LDLT alakban.

Készítette: Bognár Bálint 2011. június 14.
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5.3.8. Tétel (Cholesky-felbontás). Ha A még pozitív de�nit is, akkor LDL-
felbontásában D f®átlóbeli elemei mind pozitívak. Ekkor képezhet®

√
D, hogy

(
√
D)2 = D, így A = (L

√
D)(L

√
D)T = L̃L̃T . Ezt Cholesky-felbontásnak

nevezzük.

5.3.9. Megjegyzés. A Cholesky-felbontásban L f®átlójában már nem biztos,
hogy csak 1-esek szerepelnek.

5.3.4. QR-felbontás

Ehhez a szorzatfelbántáshoz keresünk Q ortogonális és R fels®háromszög-

mátrixot, melyekre A = QR.

A felbontásnak háromféle módszere terjedt el:

1. Gram-Schmidt módszer,

2. Householder-módszer,

3. Jacobi-forgatás.

Gram-Schmidt módszer

A módszer el®ször a Q = AR−1 kiszámítását t¶zi ki célul a Gram-Schmidt

ortogonalizációs eljárás segítségével. Lépései

1. tegyük fel, hogy (xi)
n
1 vektorrendszer lineárisan független,

2. Gram-Schmidt eljárással alakítsuk ki a megfelel® ortogonális rendszert:

(yi)
n
1 , legyen az ebb®l képzett mátrix Q0,

3. R0 f®átlójában legyenek egyesek, többi elemét pedig adják az ortogo-

nalizációs eljárás együtthatói, ekkor A = Q0R0,

4. normáljuk Q0-t egyD diagonális mátrix segítségével (D elemei Q0 meg-

felel® oszlopainak normái), ekkor A = (Q0D)(D−1R0), ezzel megkaptuk

a felbontást.

5.

5.3.10. Tétel (Gram-Schmidt ortogonalizációs eljárás). Az eljárás célja
egy lineárisan független vektorrendszerhez azonos alteret kifeszít®, ortogonális
vektorrendszer konstruálása. Ehhez az

yi := xi −
i−1∑
j=1

cijyj

Készítette: Bognár Bálint 2011. június 14.
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képletet használhatjuk, ahol az ortogonális tulajdonságot biztosító együtthatók:

cki :=
< yk, xi >

< yk, xk >

Householder-módszer

Ez és a következ® (forgatásos) módszer a �modernebb� (azaz numerikusan

hatékonyabb), QTA = R megközelítésb®l vizsgálja a feladatot.

5.3.11. De�níció (Householder-mátrix). Legyen ||v|| = 1, ekkor a v ál-
tal generált Householder-mátrix H(v) = I − 2vvT .

5.3.12. Megjegyzés. A Householder-mátrix szimmetrikus és ortogonális.

Az LU -felbontáshoz hasonlóan most olyan Householder-mátrixokat kere-

sünk, melyekkel A-t balról szorozva végül fels®háromszög-alakot kapunk (ez

lesz R) � az eljárás ebben az eliminációhoz hasonlít.

5.3.13. Tétel (A Householder-módszer generáló vektorai).
v = a−te1

||a−te1|| , ahol t = ±||a|| megfelel® lesz a következ® megfeleltetéssel: a1
legyen a mátrix els® oszlopa, minden további ai pedig a mátrix aktuális álla-
potának i. oszlopa, a fels® i− 1 elemet 0-val helyettesítve.

A végeredményben QT = Q−1 a Householder-mátrixok szorzatából adó-

dik, és R = QTA.

Jacobi-forgatás

Legyen ϕ ∈ R, jelölje c = cos(ϕ)-t, s = sin(ϕ)-t. Ekkor az eljárás a

következ® lemmán alapul:

5.3.14. Lemma.

U =

(
c s

s −c

)
ortogonális, s®t, tetsz®leges n× n-es egységmátrixot csak 4 helyen módo-

sítva (Ujj = c, Uij = s, Uji = s, Uii = −c) is ortogonális mátrixot kapunk.

5.3.15. Tétel. Legyen ϕ olyan, hogy tg(ϕ) =
aij
ajj

. Ekkor Uij(ϕ) ·A az A-nak
épp �kinullázza� az Aij elemet.

5.3.16. Megjegyzés. A nullázás javasolt sorrendje:
(2, 1)→ (3, 1)→ . . . → (n, 1)

(3, 2)→ (4, 2)→ . . . → (n, 2)

. . . → (n, n− 1)

Készítette: Bognár Bálint 2011. június 14.
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5.4. Iterációs módszerek

Az iterációs módszerek alapötlete a következ®:

Ax = b⇔ x =Mx+ v,

, melyb®l iterációs eljárást kapunk a következ® módon:

xn+1 =Mxn + v

Keressünk azokat azM és v értékeket, melyekkel az iteráció folyamatosan

közelíti a keresett x vektort.

5.4.1. De�níció (Additív felbontás). Legyen adott egy S mátrix: ekkor
A-nak az S-re vonatkozó additív felbontása az A = S − T felbontás.

Ekkor az additív felbontáson alapuló iterációs képletet konstruálhatunk:

(S − T )x = b

Sx = Tx+ b

x = S−1T︸ ︷︷ ︸
M

x+ S−1b︸︷︷︸
v

5.4.2. Megjegyzés. Minél kisebb ||M ||, az iteráció konvergenciája annál
gyorsabb (feltéve, hogy konvergál).

Most vezessük be az A = L + D + U additív felbontást úgy, hogy L az

A-nak az alsó-, U fels®háromszög-része, D pedig A diagonális mátrixa.

5.4.1. Jacobi-iteráció

5.4.3. De�níció (Jacobi-iteráció). A fenti jelölésekkel az iterációt Jacobi-
iterációnak nevezzük, ha S = D és T = −(L+ U).

5.4.4. Tétel. A de�nícióból triviálisan következik, hogy

MJ = −D−1(L+ U), s

vJ = D−1b.

Készítette: Bognár Bálint 2011. június 14.
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Relaxált alak

Relaxáció alatt a módszer kis módosítását értjük új paraméterek beveze-

tésével, mellyel a hatékonyság növelhet®.

5.4.5. De�níció (Jacobi-iteráció relaxált alakja). Vezessük be az

xk+1 =M(ω)xk + v(ω)

iterációs formulát úgy, hogy

MJ(ω) = (1− ω)I − ωD−1(L+ U) s

vJ(ω) = ωD−1b.

Ezt a Jacobi-iteráció relaxált alakjának nevezzük.

5.4.6. Tétel (Jacobi-iteráció konvergenciatétele).

• Ha A diagonálisa nem nullmátrix és A soronként vagy oszloponként
szigorúan diagonálisan domináns, akkor a Jacobi-iteráció konvergens.

• Ha az ω = 1 eseten a relaxált Jacobi-iteráció konvergens, akkor minden
0 < ω < 1 esetben is konvergens.

5.4.2. Gauss-Seidel iteráció

5.4.7. De�níció (Gauss-Seidel iteráció). A fenti jelölésekkel az iterációt
Gauss-Seidel iterációnak nevezzük, ha S = D + L és T = −U).

5.4.8. Tétel. A de�nícióból triviálisan következik, hogy

MGS = −(D + L)−1U, s

vGS = (D + L)−1b.

5.4.9. De�níció (Gauss-Seidel iteráció relaxált alakja). Vezessük be az

xk+1 =M(ω)xk + v(ω)

iterációs formulát úgy, hogy

MGS(ω) = (D + ωL)−1[(1− ωD − ωU ] s

vGS(ω) = (D + ωL)−1ωb.

Ezt a Gauss-Seidel iteráció relaxált alakjának nevezzük.

Készítette: Bognár Bálint 2011. június 14.
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5.4.10. Tétel (Gauss-Seidel iteráció konvergenciatétele).

• Ha A diagonálisa nem nullmátrix és A soronként vagy oszloponként
szigorúan diagonálisan domináns, akkor a Gauss-Seidel iteráció kon-
vergens.

• Ha A szimmetrikus és pozitív de�nit, akkor a Gauss-Seidel iteráció kon-
vergens minden 0 < ω < 2 paraméterre.

• Ha a Gauss-Seidel iteráció konvergens valamely ω paraméterre, akkor
0 < ω < 2.

5.4.3. Richardson-iteráció

5.4.11. De�níció (Richardson-iteráció). Ha A szimmetrikus és pozitív
de�nit, 0 6= p ∈ R, akkor a fenti iterációs képletben legyen

M =Mp = I − pA,

v = vp = vp.

Ezt az iterációt Richardson-iterációnak nevezzük.

5.4.12. Tétel (A Richardson-iteráció paraméterei). Jelölje A sajátér-
tékeit rendre λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn > 0. A Richardson-iteráció pontosan
akkor:

• konvergens, ha p ∈
(
0, 2

r(A)

)
,

• optimális, ha p = 2
λ1+λn

.

Az optimális paraméterrel az iterációs mátrix spektrálsugara ropt = λ1−λn
λ1+λn

.

5.5. Legkisebb négyzetes módszerek

5.5.1. Az általánosított inverz

5.5.1. De�níció (Szinguláris felbontás). Legyen A,D ∈ Cn×m, U ∈ Cn×n,
V ∈ Cm×m. Ekkor az A = UDV ∗ felbontást az A szinguláris felbontásának
hívjuk, ha U és V unitérek (valós esetben ortogonálisak), valamint D diago-
nális és nincs negatív eleme.

Készítette: Bognár Bálint 2011. június 14.
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5.5.2. Megjegyzés. Egy mátrixnak általában több szinguláris felbontása lé-
tezik.

5.5.3. De�níció (Általánosított inverz).

• A D diagonális mátrix D+ általánosított inverzének mérete legyen azo-
nos DT méretével, és minden d elemére

d+ =

{
1
d

, ha d 6= 0

0 , ha d = 0
.

• Az A mátrix általánosított inverzének nevezzük az A+ = V D+U∗ mát-
rixot, ha UDV ∗ az A egy szinguláris felbontása.

5.5.4. De�níció (Általánosított megoldás). Az Ax = b lineáris egyen-
letrendszer általánosított megoldása x+ = A+b.

5.5.5. Tétel (Az általánosított inverz algebrai tulajdonságai).

1. AA+ = (AA+)T és A+A = (A+A)T (szimmetrikus/önadjungált),

2. AA+A = A,

3. A+AA+ = A+.

5.5.6. Tétel (Az általánosított inverz geometriai tulajdonságai).

1. ||Ax+ − b|| = min
{
||Ax− b||

∣∣∣x ∈ Rm
}
,

2. x = (x− x+) + x+.

5.5.7. Tétel (Az általánosított inverz teljes rangú mátrixokra). Legyen
A ∈ Rn×m teljes rangú mátrix. Ekkor ha:

• n ≥ m (a mátrix túlhatározott), akkor A+ = (ATA)−1AT ,

• n ≤ m (a mátrix alulhatározott), akkor A+ = AT (AAT )−1.

5.5.8. Tétel (Az inverz és az általánosított inverz kapcsolata). Ha A-
nak van inverze, akkor általánosított inverze megeyezik az inverzével.

Készítette: Bognár Bálint 2011. június 14.
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5.5.2. Diszkrét legkisebb négyzetek módszere

A legkisebb négyzetek módszerével általunk választott alakú polinom-

függvényt illeszthetünk diszkrét pontokra a síkon úgy, hogy a függvénygörbe

és az alappontok közötti távolságok négyzetösszege minimális legyen. A mód-

szer túlhatározott egyenletrendszerek általánosított megoldását használja fel

� jó tulajdonsága az általánosított inverz geometriai tulajdonságából adódik.

5.5.9. De�níció (Normálegyenlet). Legyen Xc = y túlhatározott lineáris
egyenletrendszer. Ekkor az XTXc = XT b egyenletrendszert az eredeti mát-
rixegyenlet normálegyenletének nevezzük.

5.5.10. Megjegyzés. Egy túlhatározott egyenletrendszer normálegyenlete min-
dig megoldható, és eredménye az eredeti egyenlet általánosított megoldása.

A módszer. Legyenek adottak az (xi, yi)
n
i=1 alappontok és a (ϕi)

m
i=1 alap-

függvények. Ekkor keressük a

ϕ(x) =
m∑
i=1

ciϕi(x)

polinom együtthatóit úgy, hogy az általa leírt görbe négyzetesen legjobban

közelítse az alappontokat.

Ehhez képezzük a következ® struktúrákat:

M =

 ϕ1(x1) . . . ϕm(x1)
...

. . .
...

ϕ1(xn) . . . ϕm(xn)

 y =

 y1
...

yn

 c =

 c1
...

cm

 .

A szükséges együtthatókat az MTMc = MTy normálegyenlet megoldá-

sából kapjuk.

Készítette: Bognár Bálint 2011. június 14.


