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Eloszo

A térképészet évszdzadokon 4t tartd fejlédése a térképszerdi dbrdzolasoktdl a
pontos vetiileti szamitdsokon alapul6 transzformacidkig hosszu utat jart be. Mint
ahogy a matematika az 1600-as évekre szinte minden természettudomdny meg-
kertilhetetlen részévé valt, igy mdra az informatika is hasonld szerepkorbe keriilt.
Nincs olyan természettudomdany, amely ne alkalmazna magas szinvonald, pro-
fessziondlis szoftvereket, adatbdzistechnoldgiat, grafikat. A térképészet eredeti
céljat megtartva, az informatika, a szdmitdstudomany legfrissebb eredményeit al-
kalmazza a geoinformatikai szoftverekben. A feladat ma is ugyanaz, mint az elmult
szdzadokban, vagyis valaszolni a hol mi van, hol mennyi van tipusu kérdésekre, de
a kornak megfeleld eszkozokkel, és annak megfelelé min&ségben.

A kovetkez6kben bemutatjuk azokat a fogalmakat, elméleti ismerete-
ket, amelyeket a geoinformatika haszndl.  Kicsit mélyebben foglalkozunk
a szoftverek hatterében meghiz6dé matematikai modszerekkel, a szoftverek
hatterében meglévs torvényszerliségekkel, algoritmusokkal, adatmodellekkel, a
szamitdstudomany azon részeivel, amelyek a geoinformatika 1étét lehet6vé tették.
Fontosnak tartjuk, hogy a napjainkban egyre nagyobb hangsulyt kapé gyakorlat-
orientdlt képzésben résztvevd hallgatdk ne csak szoftverhaszndlokkd, gyakorlati
probléma megolddkka valjanak, hanem igenis legyenek tisztdban a térinformatikai
szoftverek hatterében meghtiz6dé elvekkel, elméleti ismeretekkel. Ha nem értjiik
egy eszkoz, gép, szoftver hatterében mikodd torvényszerliségeket, akkor elébb
utébb j6 eszkozokkel is helytelen eredményre fogunk jutni.

Attekintjiik a reldciés adatbazisok alapfogalmait, a vektoros rendszerek legfon-
tosabb fogalmait, az adatmodelleket, gy mint a spagetti, a reldcids és a topoldgiai
modellt. A raszteres adatmodell alapelvein kiviil néhany fontosabb részletkérdésre
is kitériink, ugy mint Gauss-piramis, a georeferencia és a rektifikalds problémadira.
Bemutatjuk a képfeldolgozas térinformatikaban hasznalt f6bb eljardsait, tovabba a
tavérzékelésben kiemelked6en fontos szerepet jatszé osztalyozas.

A 3D-s grafika legfontosabb mddszereit is attekintjlik, nemcsak a szabalyos és
szabdlytalan mintavételezésli magassdgi modelleket, hanem a 3D-s megjelenités
moédszereit altaldnossdgban, amelyek részben vagy egészben megjelennek a GIS
szoftverek 3D-s moduljaiban.

A fiiggelékben Osszefoglaljuk a fentiek matematikai hétterét, gy mint a
grafelméleti alapjait, némi matrixalgebrat, vektorterek elméletét, a Fourier-
transzform4ciodt, stb. Ez a fiiggelék természetesen nem pdtol alapos matematikai
tanulmdnyokat, célja kizarélag annyi, hogy orientdlja az elméleti ismeretekben el-
meriilni kivané olvasét tovabbi tanulmédnyok folytatdsdban.

Budapest, 2010. augusztus Dr. Elek Istvan
habilitalt egyetemi docens
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1. fejezet

Az adatbaziskezelés alapvonalai

A GIS-r6] nem lehet beszélni alapos adatbdziskezelési ismeretek nélkiil. Az
adatbézis adatok rendezett formaban tdrolt gydjteménye. Az adatokat tibldkba
szervezve taroljuk. A tabldk rekordokbdl (sorokbdl) allnak. Mindegyik rekord
ugyanannyi szamud mez6t tartalmaz, mindegyik mez6 meghatarozott tipusu (cha-
racter, string, integer, float, boolean, date & time, stb.). Val6szintileg a legismertebb
példa a cimlista. Az adatbazis mindegyik bejegyzése egy rekord: egy ismerdsiink
neve és cime. Mindegyik rekord mez6kbdl all: csalddnév, keresztnév, lakdscim,
telefonszam és igy tovabb.

Az adatbdzist legtobbszor tabldzatos formdban dbrizoljdk, sorokra és oszlo-
pokra bontva. Minden sor egy rekordot jelent, és minden oszlop egy mez6t. Emiatt
a rekordokat gyakran csak soroknak, a mezdket pedig oszlopoknak hivjuk (1.1.
abra).

A legtobb adatbézis valdjdban tobb tablat is képes tarolni, egyelére azonban
vizsgaljuk csak a cimlistdt. Adatbaziskezel§ programokkal szembeni 4ltaldnos
kovetelmények els6 kozelitésben a kovetkezdk:

o 1ij rekordok hozzdadasa,

o |étez6k mddositasa,

e torlése,
Név Cim Telefon
Fénagy Félix Ul16i tt 32. 343-565
Kédar Mihalyné | Igl6 utca 8. 272-129
Lengyel Sarolta | Jahn Ferenc utca 24. | 472-142
Tatér Imre Madéch tér 65. 221-062

1.1. abra. A legegyszeriibb, egytablas adatbdzis: a cimlista. Ebben az esetben teljes
az adatleirés.
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e adatok keresésének lehetGsége.

Egy cimlistit nyilvantart6 programtdl elvarjuk, hogy példdul rendezhessiik az
adatokat név szerint. Ha adatbdzis fejlesztésbe fogunk, majdnem minden esetben
reldcids adatbazist fogunk hasznélni.

1.1. Relacios adatbazisok

Minden modern adatbazis-kezel6 rendszer reldcids adatbazisokat hasznal (alig
akad néhany kivétel). Az egytablds adatbazis egyetlen tdblat tartalmaz. Ossze-
sen két dimenzidja van, a sorok és az oszlopok (rekordok és a mezdk). Az
egytdblds adatbdzis-kezelés tokéletes megoldds példaul a cimlista esetén, de ez
inkabb specialis, mint tipikus eset.

Az egytablas rendszer és a relacids adatbazis kozotti kiillonbséget legjobban egy
példaval tudjuk bemutatni. A példdban egy ingatlan nyilvintarté rendszert fogunk
vizsgalni, amely az ingatlanok adatain kiviil azok tulajdonosait is kezelni kivanja.
Léssuk el6szor az ingatlanok adatait leiré tablat:

e Helyrajzi szdm

o Irényit6 szam

o Telepiilés

e Utca

e Hdazszdm

o Teriilet

e Miivelési ag

o Epitési 6vezeti besorolds

e Jelzalog (ha van)

Ez az adatartalom az ingatlan teljes fizikai leirdsat adja, de a tulajdonosokrdl
nem 4rul el semmit. Ha most azt is tdrolni szeretnénk, hogy az ingatlanoknak
kik a tulajdonosai, akkor az egytdblds modszer haszndlhatatlan. Képzeljiik el,
hogy szdmos ingatlannak tobb tulajdonosa is van. Ha a tulajdonos adatait is
egytablas struktirdba er6ltetjiik, akkor az ingatlan fizikai adatait annyiszor kellene
tdrolnunk, ahdny tulajdonos van, ami képtelenség. Ezzel nemcsak sok felesleges
tobb mds egyéb hatrdnyos kovetkezmény mellett (pl. ha egy tulajdonos cime
megvaltozik, akkor a valtozdsvezetést annyi rekordon kell elvégezni, ahany telke
van az illetonek).
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A megoldads egy reliciés adatbazis létrehozésa.

11

Ahelyett, hogy egyetlen

tablaban tarolnank minden adatot, a relacids adatbazisban tobb tablat hozunk I€étre,
amelyekbe szétosztjuk az informdciét. Ebben az esetben a rel4cids adatbazis két
tablabdl fog allni:

A Ingatlanok tabla

Helyrajzi szdm

Iranyité szam

Telepiilés

Utca

Hazszam

Tertilet

Miivelési 4g

Epitési ovezeti besorolds

Jelzalog (ha van)

A Tulajdonosok tabla

Tulajdonos csalddneve
Tulajdonos keresztneve
Irdnyit6 szdm
Telepiilés

Utca

Hézszdm

E-email cime
Telefonszdma

Helyrajzi szam

Ebben a struktirdban nincs tobbszordsen tarolt adat. Minden tulajdonoshoz
egy rekord tartozik a Tulajdonosok tabldban, és minden ingatlanhoz egy rekord
tartozik a Ingatlanok tabldban. A két tdbla egy olyan mezdvel van sszekapcsolva,
ami mindkettSben megtaldlhatd, vagyis a Helyrajzi szdm nevi mezdvel. A tabldkat
ugy kell tervezni, hogy az 0sszes sziikséges informaciét tartalmazzak.

Az adatbézisok létrehozdsa nem Oncéld, valamilyen funkcidkat kivdnunk
megvalésitani veliik. Vegyiik példaul a kdvetkez6 egyszeri funkcionalitast:
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o Automatikus felvételi lehet6ség a tulajdonosokhoz (ha még nem szerepel
a Tulajdonosok tablaban), amikor egy Uj elemet visznek fel a Ingatlanok
tablaba.

e Meg lehessen jeleniteni, illetve ki lehessen nyomtatni a tulajdonos adatait
egy ingatlannal kapcsolatban.

e Ki lehessen listdzni az 6sszes ingatlant egy adott tulajdonosra vonatkozélag.

e Meg lehessen jeleniteni, hogy egy megadott ingatlannak kik a tulajdonosai

1.1.1. Rekord, kulcs

Egy oOnmagédban 4ll6 tdbla valamely reldciés adatbdzisban semmiben sem
kiilénbozik egy olyan tablatol, amit egy egytablds adatbazisban taldlhatunk. Min-
den oszlop, illetve mezd az informécié egy darabk4jat tartalmazza, és minden re-
kord, illetve sor valamely elem Osszes adatdt tartalmazza. Az esetek tilnyomo
tobbségében minden rekord egy valdsdgos dolgot reprezentél, mint példaul telke-
ket, embereket, stb.

Az adatbézis-kezelésben haszndlatosak még egyéb kifejezések is. A tdblara
néha entitds vagy entitds osztaly néven hivatkoznak. A térinformatikidban ugyanezt
a fogalmat gyakran réteg, layer vagy feature class néven emlitik. A sorokat
(rekordokat) entitds-el6forduldsnak nevezik. Az oszlopokat (mezdket) attribiitum
osztalynak is nevezhetjiik. Egy attriblitum osztidly vagy mezd képviseli az
adat legelemibb formdjat, az informécié legkisebb egységét. Egy sor és oszlop
keresztez6dése, metszete — egy adott rekord adott mezdje — egy attribitum. Egy
attribitum az adott val6sagbeli objektumrdl szolgéltat egyfajta inform4cidt, mint
példaul egy adott ingatlan cimét.

A relacids adatbazisok tablai esetében minden tdbldban kell legyen egy
elsédleges kulcs, egy olyan mez8, amely egyértelmiien azonosit minden sort az
adott tdbldban, vagyis az els6dleges kulcsban tarolt adatnak minden rekord esetén
kiilonbozdnek kell lennie a tdbldban. A példa adatbizisban a Helyrajzi szdm a
Ingatlanok tabla elsddleges kulcsa, a Tulajdonos csalddneve pedig a Tulajdono-
sok tablaé. Erdekes problémit fel a névazonossdg, mert ebben az esetben a Tu-
lajdonos csalddneve nem képes eljatszani az elsddleges kulcs szerepét. Emiatt
az adatbiziskezel6k gyakran maguk allitanak eld els6dleges kulcsmez6t (pl. egy
inkrementélisan novelt értékd mez6t), aminek nincs més szerepe, mint egyedinek
lenni.

A legtobb adatbaziskezel6 alkalmazds tdmogatja dsszetett elsddleges kulcsok
hasznalatat, ami azt jelenti, hogy az els6dleges kulcsban tarolt adat tobb mez6
értékébdl tevddik Ossze. Az Osszetett elsddleges kulcsokat akkor haszndljak, ha a
két vagy tobb mez6bdl 6sszevont adatra mondhaté, hogy egyértelmiien kiilonbozik
a tdbla minden sordban, ellentétben barmelyik 6nélldéan vett mez6vel.



1.1. RELACIOS ADATBAZISOK 13

Idegen kulccsal dllunk szemben, ha egy mezd olyan adatot tartalmaz, amely
egy masik tdbla els6dleges kulcsdra mutat. Az idegen kulcsnak nem kell
kiilonbozének lennie minden rekordra, és a legtobbszor nem is az. A Tulajdo-
nosok tablaban a Helyrajzi szam nevi mezd egy idegen kulcs. A Ingatlanok tabla
nem tartalmaz idegen kulcsot.

A tabldkra szokds sziil6-, illetve gyermektablaként is hivatkozni. A gyer-
mektdbla adatai fiiggenek a sziil6tabla adataitol. A sziil6tabldk adataira nincs sem-
milyen fiiggdség, ezek teljesek, ahogy vannak. A példaban a Tulajdonosok tabla
kapcsolddik a Ingatlanok tablahoz csak a két tabla egyiittes hasznalataval tudjuk
az drucikkek adatait kezelni. Altaldban a sziil6tiblakat azért hozzak létre, hogy
elkeriiljék a redundanciat, az adatismétlédést.

1.1.2. Rendezés, indexelés

A t4blék rekordjai nem sziikségszerlien rendezettek. A rekordok fizikai sorrendje
altaldban megegyezik azzal a sorrenddel, ahogyan a rekordokat felvitték, ami-
nek ritka kivételektdl eltekintve nincs kiilondsebb jelentése. Az adatbazis alkal-
mazdasnak el kell rejtenie a felhaszndlé szeme eldl a f4jlokat, fajlstruktirdkat és
mindent, ami ezekkel kapcsolatos. Eppen ez a reldciés adatbazisok egyik nagy
el6nye.

A féjlok fizikai struktirdja, és adatbdzis tabldk logikai struktdrdja két teljesen
kiilonbozd dolog. Eppen ezért logikailag rendezhetjiik a tabldk adatait anélkiil,
hogy tor6dniink kellene a fajlokban 1év6 adatsorrenddel. A rendezés nagyon fontos
az adatbézisok haszndlatakor. Ahelyett, hogy az alkalmazas fizikailag rendezné a
rekordokat, logikai rendezést alkalmaz indexet hasznélva.

Ha rendezni akarjuk a rekordokat egy adott mez6 szerint, akkor egyszerlien
meg kell mondanunk az adatbazis-kezel6 programnak, hogy haszndlja az ezen a
mezOn alapuld indexet (1.2. dbra). A megjelenités, nyomtatds sordn a tdbla rekord-
jai a megadott index szerinti rendezésben jelennek meg. Konnyen &téllithatjuk a
rendezési szempontot — rendezziink példaul név szerint, az irdnyitoszdm helyett —
egy masik index haszndlatdval.

Az index nagyban meggyorsithatja az indexelt mez6 adataira alapozott ke-
reséseket és lekérdezéseket. Ha adatot keresiink egy nem indexelt mez&ben, ak-
kor az adatbazis alkalmazasnak végig kell néznie az dsszes rekordot minden egyes
keresés alkalmaval. Ha viszont van index a mezore, akkor a rendszer sokkal gyor-
sabban tud keresni, példdul bindris kereséssel (az ehhez sziikséges adatstruktdrat,
a bindris fat lathatjuk az A Fiiggelékben, a A.17. dbran, a 143. oldalon). A binaris
keresés a kovetkez6képpen mikodik:

1. Megkeresi a rendezés szerinti kozépsd rekordot.

2. Egyezik a rekord a keresettel? Ha igen, akkor megtalaltuk a keresett adatot.
Ha nem, akkor jon a kovetkez6 1épés.
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Eredeti tabla Indexelt tabla
Pozicié | Erték Mutaté | Erték
1 82.500 4 0
2 3500 5 540
3 124.620 2 3500
4 0 6 12.900
5 540 1 82.500
6 12.900 3 124.620

1.2. dbra. Minden index bejegyzés tartalmaz egy mutatét a megfeleld rekord
helyére

3. Ha a keresett rekord adott mezdjének értéke ,.kisebb, mint” az aktudlis re-
kordé, akkor a keresett rekordnak (ha van ilyen) az index elsd felében kell
lennie. Ha nem, akkor a masodikban.

4. Tekintsiink el az indexnek attdl a felét6l, ahol a keresett rekord nem lehet,
majd térjiink vissza az elsd 1épésre mindaddig, amig el nem ériink egy el6re
megadott felosztast, vagy meg nem talaljuk a rekordot, vagy el nem fogy a
még végig nem nézett rekordok listdja.

A bindris kereséshez, természetét tekintve, igencsak hasonlatos egy tobb di-
menzids keresési algoritmus, a quad-tree (négyfa) algoritmus, amely sok GIS rend-
szer adatstruktdrdjaban jatszik fontos szerepet, de errdl majd kés6bb.

Amig az adatbazist csak tervezziik, rendszerint felmeriil a kovetkez6 kérdés:
melyik mezdre, illetve mez6kre rendezziik a tdblat? Bar noveljiik a lehet6ségeket
azzal, hogy tobb indexet hasznalunk, a teljesitmény rosszabb is lehet ennél, mivel
minden indexet frissiteni kell, ha 4j rekord keriil a rendszerbe vagy ha egy meglévot
modositottunk.

A tablédkat feltétleniil rendezni kell az els6dleges kulcsra, ezt szamos adatbazis-
kezelS automatikusan el is végzi. Valamint indexelniink kell a tdblat minden idegen
kulcsra is, ami el6fordul benne. Minden tovabbi index az alkalmazas részleteitdl
fligg, és altaldban azokra a mez8kre korldtozddik, amely a lekérdezések alapjdul
szolgél.

1.1.3. Tablak osszekapcsolasa

Az egyik legfontosabb feladat, hogy informéciét nyerjiink az adatbdzis tablaibol.
Ha ez a mivelet kettd vagy tobb tablat igényel, akkor ezt tobbtablas lekérdezésnek
nevezziik, vagy altaldnosabb nevén dsszekapcsoldsnak (join). Harom kiilonb6z6
moédon kapcsolhatunk dssze két tablat:
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1 : 1 Akkor torténik, ha a gyermektdblanak legfeljebb csak egy rekordja
tartozik a sziil6tdbla egy rekordjdhoz. Ez a fajta kapcsolat ritka a reldcids
adatbazisokban. Ha két tabla 1:1-hez kapcsolatban all egymadssal, akkor mezdiket
Osszerakhatjuk egy tdblaba, ez dltaldban jobb megoldés. Ilyen kapcsolatot csak ak-
kor szoktunk haszndlni, ha bizonyos tulajdonsidgokat kiilon akarunk tarolni, vagy
egymdstol tdvoli helyeken 1év6 adattdblakat szeretnénk Osszekapcsolni, esetleg
nincsen jogunk a két tdbla 6sszevondsdhoz, mert csak az egyiknek vagyunk tu-
lajdonosai.

1 : n Ebben az esetben a gyermektdblabdl tobb rekord tartozhat az sziil6tédbla
egy rekordjdhoz. Ez a legaltaldnosabb tipusa az 6sszekapcsoldsnak, ezt hasznaljak
leggyakrabban az adatbdziskezel6 programokban. Az ingatlan nyilvantartasi
példanal maradva, egy a tobbhoz kapcsolat van a Ingatlanok és a Tulajdonosok
tdbla kozott, hiszen tobb telek is tartozhat egy adott tulajdonoshoz.

n : m A gyermektabla tobb rekordjdhoz a sziil6tabldnak tobb rekordja is
tartozhat. Péld4ul, ha egy teleknek tobb tulajdonosa van, de ezek kozott van-
nak olyanok, akik tobb telket is birtokolnak, akkor tobb a tobbhoz kapcsolattal
van dolgunk. Természetesen ez a fajta 6sszekapcsolds nem alapulhat egyik tdbla
elsédleges kulcsan sem. Az n : m kapcsolat nem vehetd igazi 0sszekapcsolasnak,
mert sziikség van hozzd egy kapcsolétablara (kereszttdbla), amely az idegen kul-
csok értékeit tartalmazza, és a két tabla kozotti 6sszekapcsoldst definidlja. A kap-
csolétabla 1 : n és 1 : m kapcsolatban all mind a két tabldval.

Amikor egy adatbazis létrehozdsan dolgozunk, tulajdonképpen egy fel-
haszndl6i alkalmazdst haszndlunk (front-end application), vagy készitiink,
amellyel majd az adatokat nézegethetjiik és manipulalhatjuk. A szerveroldal (bac-
kend) a relacios adattablak halmaza, és szamos esetben az adatbazismotor az,
amely kapcsolatot biztosit a tabldk és a felhaszndldi alkalmazas kozott. Néha a
kliens €s a szerver kifejezéseket is hasznaljuk a felhasznél6i alkalmazas és a szer-
veroldal szavak helyett.

1.1.4. Kliens-szerver kapcsolatok

Felmeriilhet benniink a kérdés, hogy miért nem egyesitiink minden adatbazis-
feladatot egy alkalmazdsba? A vdlasz erre a kérdésre vildgos, ha figyelembe
vessziik, hogy milyen szervezetek hasznaljdk az adatbizisokat. Egy szerve-
zet kiilonbozd adatbézisai széles skdldn mozognak. A szervezet kiilonbozd fel-
haszndléinak az adatok részhalmazaira van sziiksége, valamilyen szdmukra meg-
hatdrozott formaban. Ha a kliens és a szerver egy alkalmazasba lenne integralva,
akkor ennek az alkalmazisnak le kellene fednie az Osszes lehetséges felhaszndld
igényét. Ez elkeriilhetetleniil naggya, bonyolulttd és nehezen kezelhet6vé tenné a
rendszert.

A Kkliens-szerver megkozelités megoldja a problémak nagy részét. A fel-
haszndlék minden csoportjdnak kialakithat6 a sajat igényei szerinti szoftver, me-
lyet dgy tervezhetiink meg, hogy a csoport igényeit kielégitse, de nem nyujt semmi
tobbet. Egy egyszerli programmal — a szerver belsé motorjaval — koordindlhatunk
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minden hozzaférést az aktudlis adatbazisfajlokhoz, az el6bb emlitett problémak
sokkal konnyebben kezelhetdk, az adatbézis kiillonboz6 részeihez vald hozzaférési
jogosultsagok ellendrzése is konnyebb lesz. A kliensek két kategoéridba sorolhatok:

Dontéstamogato alkalmazds: lehet6vé teszi a felhasznalok szamdéra, hogy
az adatbazis adatait nézegessék, lekérdezéseket készitsenek, de nincs joguk
modositani vagy felvinni adatokat.

Adatrogzité alkalmazds: lehet6vé teszi adatok felvitelét, torlését és szer-
kesztését az adatbazisban.

A dontéstdmogatd alkalmazdsokat egészen sz€lsGségesen lehet specializélni és
korlatozni. Ezek a programok nagyon rugalmasak is lehetnek, mint példaul egy
bonyolult menedzsment informécids rendszer (MIS), amely 0sszegzd adatokat biz-
tosit a cég adatbazisanak teljes tartalmarél. A térinformatikai rendszerek gyakran
ilyenek. A dontéstdmogatd alkalmazdsoknak 4ltaldban csak olvasni van joguk az
adatbazisban, azaz nem véltoztathatjdk meg az adatokat.

Két megkozelités 1étezik ebben az alkalmazdstipusban, akédr egymadssal kom-
bindltan is, attdl fiiggden, hogy mennyire intelligens a program. A felhasznalo
tobb, el6re definidlt vizsgalodast hajthat végre az adatokon, vagy lehet8sége nyilhat
arra, hogy maga tervezze meg a lekérdezéseket (query) és jelentéseket (report).

Az elsd mobdszer eldnye, hogy nem igényel til nagy erbfeszitést a
végfelhasznéloktdl, de el6fordulhat, hogy a program elére definidlt lehetéségei
nem egyeznek meg a felhasznél6 igényeivel.

Az adatrogzitd alkalmazasok azt teszik lehet6vé, hogy dj adatokat vehessiink
fel az adatbazisba, illetve, hogy a mar meglévdket szerkeszthessiik. Mivel egy
adatrogzit6 alkalmazas médosithatja az aktudlis tdbla adatait, néhdny tovabbi prog-
ramozasi megfontolast is szamitasba kell venniink. Az alkalmazdsnak figyelnie
kell a tdbldzat adatainak egységességére és helyességére (integritds).

A legtobb adatbazisrendszer tigynevezett kliens-szerver felépitést (1.3. dbra).
A Kkliens és szerver szavak az adatok tdroldsdnak feladatit végz6 program (szer-
ver) és az adatokkal valé munkdhoz hasznédlhaté program (kliens) elkiilonitésére
szolgélnak.

Az adatbazis alkalmazasok legtobbszor haldzati kdrnyezetben miikodnek. Az
adatbézisok egy kozponti gépen (szerveren) vannak, amit a hdl6zat bizonyos
felhaszndl6éi, munkadllomdsai el akarnak érni, vagyis az adatok, de gyakran a
programok is a szerveren vannak, ugyanakkor a tényleges adatfeldolgozds a
munkadllomdson folyik.

Hogyan miikodik a kliens-szerver architektirdjd rendszer?

o A kliens megad egy lekérdezést, és megszdlitja a szervert, vagyis elkiildi a
kérést a szervernek

e A szerveren futd szerver alkalmazds megnyitja az adatbazist, és elvégzi a
lekérdezést, megkapja a valaszt

e A valaszt elkiildi a hal6zaton keresztiil a kliensnek
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Klines 1

1.3. abra. Kliens-szerver architektura.

o A konkurens hozzaférésbol eredd problémak az éppen editalas alatt 1évE re-
kord lezdraséaval (lock) megoldhatdk, mikdzben a tobbi rekord — valamennyi
tablat beleértve — hozzaférhetd marad mas felhasznaldk szdméra.

A kliens-szerver architektirdnak nemcsak a helyi hdl6zatok esetében van je-
lentdsége, hanem kiilondsen hasznos ez a konstrukcié6 a WEB-re fejlesztett in-
formdciés rendszerek esetében. Itt ugyanis a sdvszélesség — vagyis a hdldzat
adatatbocsaté képessége — lényeges rosszabb, mint a helyi halézatok esetében,
tehat kiilonosen fontos, hogy csak olyan adatcsomagok utazzanak a hilézaton,
amire feltétleniil sziikség van.

1.1.5. Normalizalas

A normalformdk azt a célt szolgaljak, hogy ne torolhessiink ki igazi adatokat az
adatbdzisbdl, valamint, hogy hamisak se keriilhessenek bele. Az egyik lehet&ség
e hibdk elkeriilésére, hogy egy tényt csak egyszer jeloliink az adatbazisban. Ha
ugyanis tobbszor el6fordulna, akkor gondoskodnunk kellene az dllandé 6sszhang
megteremtésérdl, és ez kaotikus helyzetet eredményezne.

Els6é normal forma. Az els6 normélforma azt jelenti, hogy a tdbla nem tartalmaz
1smétl6dd csoportokat. Minden oszlopban csak elemi adat van és nem tomb vagy
lista, amelynek sajat stuktiirdja lehet. Ha a tabla tartalmazna ismétl6dé csoportokat,
akkor szamos nehézséggel keriilnénk szembe. Ebben az esetben el6fordulhat, hogy
tobb adatot torliink az adatbazisbol, pedig csak egyet akartunk (torlési probléma),
egy adat médositasaval hamis adatok is bekeriiltek az adatbazisba, pedig csak egyet
akartunk megvaltoztatni (mddositdsi probléma), vagy nem tudunk felvenni egy
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egyszerli adatot onmagaban (besztirdsi probléma). A megoldas tobb tabla alkal-
mazdasa, amelyek mindegyike egy kapcsolatot illetve egy egyszerd tényt jelol.

Masodik normal forma. Egy tibla médsodik normdl formdban van, ha els6
normal formaban van, és a kulcsa meghatarozza az 6sszes nem kulcs tulajdonsagot
a tabl4ban.

A harmadik normal forma. Egy tabla harmadik normdl formdban van, ha
minden olyan oszlop, amely nem kulcs, meghatdrozhaté a kulccsal, az egész
kulccsal, és csak a kulccsal.

1.2. Az SQL-rél roviden

Az SQL-t (Structured Query Language) a legéltalanosabban elfogadott, standar-
dizélt lekérdezd eszkozkészlet. A neve ellenére az SQL nem egy hagyomdényos
értelemben vett programnyelv, hanem egy szabvany, amit a legkiilonb6z6bb szoft-
vergyartok elbszeretettel épitenek rendszereikbe, hiszen aki egyszer megtanulta
az SQL hasznélatat, az barmely adatbazis-kezeld kornyezetben konnyedén bol-
dogul, mert nagyon gyorsan képes lesz akdr a legbonyolultabb lekérdezések
Osszedllitasara is. Rdaddsul a mértékado adatbaziskezeld gyartok (ORACLE, SQL
Szerver, MySql, PosgreSQL) jelent6s térbeli lekérdezd (Spatial Extension, Spatial
Modul) funkcionalitést is épitettek a rendszereikbe.

Az SQL, jellegébdl adéddan, parancsértelmezd tizemmaddban mikodik, hiszen
az SQL utasitdsok parancsok formdjaban oltenek testet. A kivant parancsot a fel-
hasznalé begépeli, a parancsértelmezé leforditja, a gép végrehajtja. Ez egy le-
hetséges megoldds, de csak bizonyos feladatokra, és csak bizonyos szakemberek
szamara (pl. adatbazis rendszergazdak). Egyszeri felhasznalok szamara az SQL
feliilet nem kinal igazi megoldast, mivel az SQL-t f6ként informatikai szakemberek
ismerik.

Programokba is beépithet6k SQL utasitdsok, de ezekben az esetekben vala-
mely magasszintli programnyelv nydjt szimunkra lehetdséget az SQL utasitasok
bedgyazdsira. Egyébként a legtobb szoftverfejleszt6 eszkoz kindl SQL feliile-
tet, illetve utasitdskészletet, amellyel szabvanyos SQL parancsok generdlhatok és
végrehajthatok.

Az SQL alapu rendszerek a tranzakcids elv alapjan mitikodnek, vagyis ad-
dig nem torténik meg az adatok tényleges megvaltozasa az adatbazisban, amig
az éppen végrehajtds alatt [év6 miivelet sikeresen be nem fejezddik. Ez tehit azt
jelenti, hogy a valtozdsok el6szor csak ideiglenes hajtédnak végre. Kiilon erre a
célra szolgdld utasitds véglegesiti a valtozdsokat.
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Adatleiré nyelv (Data definition language)

Lassuk az SQL néhdny elemét. Mint tudjuk az adatbdzisok alkoté elemei a tablak.
Ezek 1étrehozésdra val6 a

CREATE TABLE utasitas. Segitségével definidlhatok a tablakban szerepld
oszlopok nevei tipusai, stb.

CREATE VIEW utasitassal a mar feltoltott tablakbdl jelenithetiink adatokat
tetszbleges csoportositasban.

CREATE INDEX utasitassal 1étrehozhatunk egy adott tabla valamely osz-
lopéra vonatkozé indexet.

ALTER TABLE utasitdssal lehet6ségiink van egy mar létezd tabla
struktirdjdnak a megvéltoztatdsdra.

DROP TABLE segitségével eltavolithatunk egy tablat az adatbdzisbol.

Adatkezel6 nyelv (Data manipulation language)

A SELECT utasitas az SQL leggyakrabban hasznalt utasitdsa. Segitségével ada-
tokat vdlogathatunk le az adatbazisb6l, mégpedig olyanokat, amelyek az altalunk
megadott feltételeknek megfelelnek. Az INSERT utasitassal dj sorokat flizhetiink
egy adott tdbldhoz. Ennek ellenkezje a DELETE utasitds, amivel sorokat
tordlhetiink egy tédblabol. Ezzel lényegében 4t is tekintettiik a legfontosabb
utasitisokat. (Ez a kijelentés persze erds tulzds, hiszen vaskos kotetek szolnak
az SQL részleteirdl.)

Klauzulak

A klauzuldk segitségével finoman szabalyozhaté feltételeket adhatunk meg
utasitdsaink szdmara. A FROM klauzuldval megadhatjuk, hogy melyik tablabdl
kivanunk szelektdlni. A WHERE klauzulaval a lekérdezés feltételét adhatjuk meg,
vagyis azt, hogy mely feltételeknek eleget tevd rekordokat kivdnunk legydjteni. A
GROUP BY klauzulaval csoportokra bontva kapjuk meg a lekérdezés eredményét.
Az ORDER BY klauzuldval valamely oszlop szerint rendezve kapjuk a lekérdezés
eredményét.

Operatorok

Logikai és 0sszehasonlité operdtorok dllnak rendelkezésiinkre a WHERE klau-
zuldn beliil. Ezek a kovetkezSk, dgymint logikai operdtorok: AND (és), OR
(vagy) NOT (negéacio), valamint az 6sszehasonlité operatorok, igymint < (kisebb
mint), > (nagyobb mint), <= (kisebb vagy egyenld), >= (nagyobb vagy egyenld),
= (egyenld), # (nem egyenl), BETWEEN (két érték kozott), LIKE (hasonld, vagy
minta illesztés).
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Aggregalo fiiggvények

Az aggregil6 fiiggvények segitségével a SELECT utasitdson beliil bizonyos
mez8k Osszevont értékét adhatjuk egy adott mezének. Az aggregdld fliggvények
a kovetkez6k: AVG (atlag), COUNT (beiitésszam, hany rekord felelt meg a
lekérdezés feltételeinek), SUM (6sszeg), MAX (legnagyobb érték), MIN (legki-
sebb érték).

Példak

Osszedllitottunk néhany példat egyszertibb lekérdezésekre. Noha kevés elemiinek,
és egyszerlinek latszik az SQL, mégis nagyon bonylult lekérdezések 4llithatok
Ossze, ha tobb tablabol, bonyolult feltétel rendszeren keresztiil kivanunk
lekérdezni. Trivialitds, de mégis fontos megjegyezni, hogy ahhoz, hogy kézben

tudjuk tartani adatbazisunkat az SQL-lel, mindenek el6tt jol kell ismerniink az
adatbézisunkat, milyen tdbldkat, milyen mez&ket tartalmaz.

SELECT fieldname FROM tablename
vagyis vélogassuk le a rableneme nevii tdblabdl a fieldname nevli mez6 adatait.

SELECT fieldnamel, fieldname2 FROM tablename

7 o2

vagyis vélogassuk le a tableneme nevii tdblabdl a fieldnamel és a fieldname2
nevii mezdk adatait.

SELECT * FROM tablename
vagyis valogassunk le mindent a tablename nevi tablabol.
SELECT * FROM tablename WHERE Country="Hungary’

vagyis valogassuk le a tablename nevii tablabdl az Osszes olyan rekordot,
amelyben a Country nevili mezd értéke "Hungary’.

SELECT * FROM tablenamel WHERE Country="Hungary’ OR
Country="England’

vagyis valogassuk le a tablenamel nevi tablabol az 6sszes olyan rekordot,
amelyben a Country nevili mezd értéke "Hungary’ vagy "England’.

SELECT * FROM tablename WHERE Area ; 90000 ORDER BY Population
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vagyis valogassuk le a tablename nevi tablabdl az Osszes olyan rekordot,
amelyben az Area nevii mezd értéke nagyobb 90000, és ezeket rakjuk sorba a
Population mez6 nagysaga szerint.

SELECT * FROM tablename2 WHERE ContactName LIKE 'A%’

vagyis véalogassuk le a tablename nevl tdblabdl az Osszes olyan rekordot,
amelyben a ContactName nevi mez6 elso betiije ,,A”.

SELECT tablenamel.Country, tablename2.ContactName FROM tablenamel
INNER JOIN tablename2 ON tablenamel.ID=tablename?2.ID

vagyis vélogassuk le a tablenamel tablabol a Country nevili mezdSk, valamint
a tablename? tdblabol a ContactName nevii mez8k adatait, de csakis azokat, ame-
lyeknek ID nevli mez6ik azonosak. Ezzel az utasitdssal két kiilonb6zd tablat kap-
csoltunk dssze, és valogattunk le bel6liik dsszetartozé adatokat.
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2. fejezet

A térbeliség

A fold els6 kozelitésben gdmb alaku, melynek leirdsdra kézenfekvd vonatkoztatasi
rendszer a polarkoordinata rendszer, amely A és ¢ szogekkel és az r sugérral adja
meg egy tetsz6leges P pont koordindtdit (2.1. dbra). (Fogadjuk el itt ezt a nagyvo-
nald megkozelitést, mert a vetiilettani fejezet ugyis részletesen megmutatja, hogy
a Fold nem gomb alakd, a referencia feliilet nem gémb, stb.).

2.1. dbra. A gomfelszin leirdsa polarkoordindtdkkal (Klinghammer [19])

A térkép egyik legfontosabb feladata a térbeliség kifejezése, vagyis a gdbmb
alakd Fold felszinén val6 elhelyezkedés megmutatdsa. Akar a nyomtatott papirt,
akdr a monitoron megjelend digitdlis térképet nézziik, a gombfeliilet sikra torténd
vetitése megkeriilhetetlen, aminek viszont egyenes kovetkezménye a keletkezett
kép torzitdsa. Meg kell bardtkoznunk azzal a gondolattal, hogy gémbfeliilet nem
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képezhet?d le a sikba torzitdsmentesen. Nézziink erre néhany szép példat Klingham-
mer Istvdn [19] klaszikussa vélt konyve alapjan.

2.2. abra. A sztereografikus (bal) és a gnomonikus (jobb) vetiilet (Klinghammer

[19])

5

L
b ||

" metszd

metszo egyenlitdi vetilet metszé vetilet

érintd ferdetengelyl vetiilet

2.3. dbra. A hengervetiiletek (Klinghammer [19])

A 2.2, 23. és a?2.4. dbrakbdl lathatd, hogy nem lehetséges torzitismentesen
vetiteni gombfeliiletet sikra. Ezzel a problémakorrel a vetiilettan foglalkozik,
amelyet egy mésik fejezet targyal. Feltételezziik, hogy aki térinformatikai rend-
szert készit, annak rendelkezésére all valamilyen térkép, amely mér sikra vetitve
abrazolja a foldgdomb valamely részletét. Ez aldl csak a GPS mérési eredményei
kivételek, amelyek foldrajzi koordinatdkban allnak el6 (bar a sikba transzformalt
adatok is megkaphatdk).

Amikor valamely térképrdl, vektorizalassal késziil digitalis térkép, akkor egy
madr sikra vetitett analog alapanyagbdl indulunk ki. Ha més koordinéta rendszerben
kivanjuk kalibréalni (georeferalni) a térképiinket, mint amiben a papirtérkép késziilt,
akkor is sikbdl sikba torténd transzformacidval van dolgunk. Abban az eseben
pedig, amikor valamely digitalis térképet importalunk, és allitunk el6 belSle egy
masik koordinata rendszerbeli adathalmazt, akkor is sikbdl sikba transzformalunk.
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2.4. abra. A kipvetiiletek (Klinghammer [19])

Urfelvételek és 1égifoték esetében a sarokpont koordinatik adjak meg a
képeket tartalmazé relativ koordinatdji rendszerbdl a valédi koordinata rend-
szer torténd konverzié kalibraciés pontjait. A kovetkez6 részben attekintjiik
azokat a sikbeli transzformdacidkat, amelyek a leggyakrabban fordulnak el6 a

térinformatikaban.

2.1. Sikbeli transzformaciok

Miutén sikertilt ravetiteniink a sikra a gombfeliilet valamely darabjat, tovabbi koor-
dinéta transzforméciok véalhatnak sziikségessé. Tegyiik fel, hogy rendelkeziink egy
papirtérképpel, amely valamilyen vetiileti rendszerben késziilt. Feladatunk, hogy
vektorizédljuk ezt a térképet. Vektorizdlaskor valaszthatjuk ugyanazt a koordindta
rendszert is, amelyben késziilt a térkép, de barmely masik rendszert is, ha a feladat
tovébbi teenddi ezt megkivanjik.

Altaldban a szkenneléssel létrejott raszteres adatdllomdny relativ koor-
dindtdkban van (a bal fels§ sarok a koordindta rendszer origdja, x és y irdnyud
méretei a kép pixelben megadott mérete), aminek valddi koordinita rendszerbe
transzformalasa (georeferalas) sziikséges.

Nézziik a 2.5. 4brét, amelyen a lehetséges siktranszformdcidkat vézoltuk,
ugy, mint az egybevagdsagi, a hasonldsagi, affin, projektiv és topolégikus transz-
formdcié. Minden transzforméciéhoz tartoznak dgynevezett invaridnsok, amelyek
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% ; 5 %
2.5. abra. A lehetséges sikbeli transzforméciok: 1 — egybevagdsagi, 2 — ha-
sonldsagi, 3 — affin, 4 — projektiv, 5 — topoldgikus transzformacié (Mortenson [27])

a transzformacio soran nem valtoznak.

2.1.1. Egybevagosagi transzformacio

Az egybevigdsagi transzformdcid sordn az alakzatoknak sem a mérete, sem az
alakja nem valtozik.

2.1.2. Hasonlosagi transzformacio

A hasonldségi transzformdacioé sordn az alakzatoknak a mérete nem, de az alakja
megbrzédik. Konform transzformdicidnak is nevezik, mivel a megfeleld szogek
nem valtoznak meg a transzformadcié hatasara (2.6. abra).

A sikbeli hasonldséagi transzformaciot a kdvetkezd egyenlettel irhatjuk le:

x — by

x/
v = x(bx + ay) 21

ahol k a hasonlésag mértéke, és Va2 + b? = k, valamint

k > 0 orientaciét megdrzd esetben
k # N )
k <0 orientaciot megforditd esetben

2.1.3. Affin transzformacio

Az affin transzformécid soran sem a méret, sem az alak nem 6rz6dik meg, vagyis
a parhuzamossag igen, de a bezdrt sz6gek nem invaridnsok (2.7. 4bra).
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2.6. dbra. Példdk konform transzformdacidkra: 1 — az orientaciét meg6rz6 konform
transzformacio, 2 — az orinentaciét megfordité konform transzforméacio (a): eredeti
alakzat, (b): transzformalt alakzat)

2.7. abra. Affin transzformacio: 1 — az eredeti alakzat, 2 — a transzformalt alak-
zat. Az A’B’ + AB, és az LA’ # (A, viszont A’D’ || B'C’, tovibba AD minden
transzformalt pontja A’ D’-re esik
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Az affin transzformaciét leir6 egyenletrendszer:

x' =ax+ by

Y =cx+dy (2:2)

ahol az egyiitthat6kra igaz a kovetkezd feltétel:

b
) |0

a
c

Az affin transzform4ci6 tulajdonsagait 6sszegzi a kovetkez6 tablazat.

Transzformacié Feltételek és egyiitthatok

Altalénos ad —bc # 0

Azonossag a=1,b=c=0,d=1

Hasonlosag a*+c? =b*+d?
ab+cd=0

Nyujtas a=kb=c=0,d=k

Tiikrozés a=-1,b=c=0,d =-1

Az affin transzformacié a leggyakoribb a térinformatikdban. A geore-
ferencidnak nevezett mfvelet, amelyet példdul akkor végziink, amikor egy
szkenneléssel nyert, relativ koordinatakkal rendelkezd raszteres adatbazist elhe-
lyeziink egy foldi koordindta rendszerben, voltaképpen egy affin transzformacio.
A térinformatikai rendszerekben megtaldlhaté koordindta rendszer &4tszamitasi
mddszerek jelent8s részben az affin transzformacion alapulnak.

Egyenes affin transzformacidja

Amint fentebb lattuk, az (x, y) pont affin traszformdaciéjat a kovetkez6 egyenlet adja
meg:

—_ ’ / ’ /

x =ajx +a,y

’ro o (23)
y=day X +a,y
Legyen az egyenes egyenlete:
Ax+By+C=0 2.4)

Helyettesitsiik be a 2.3 egyenletet a 2.4 egyenletbe. Némi dtrendezés utd a
kovetkez6t kapjuk:

(Ad|, + Bd\,))x" + (Ad}, + Bay,)y' + C =0 2.5)
azaz

A’ = (Ad}, + Bd},)B’ = (Ad}, + Ba),)C" =C (2.6)
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y
A
P,
AyI 5 /
M1 P
> X
Xy Xy

2.8. dbra. A P; pont eltoldsa P>-be, ahol az eltolds mértéke Ax és Ay

Az atalakitasok utan a 2.5 egyenlet a kovetkez6 lesz:

AX +BY +C" =0 2.7

ami egy egyenes egyenlete, vagyis az egyenest egyenesbe viszi 4t az affin
transzform4cié. Hasonl6 megéllapitds tehetd magasabb foku gorbék esetére is.

A fenti transzformicié métrix formdban is megfogalmazhatd, amely sokkal
attekinthet6bb, tomorebb formalizmus. A 2.2 egyenlet méatrix formaban a kovet-

kez6:
[ : ] |: . , ][ ] ( . )
y azr ax y

amit egyszeriibben a kdvetkezdként irhato:
P’ = AP,
tovabb P-re megoldva az egyenletrendszert:
P=A""P,

ahol A~ az A matrix inverze.

Eltolas

Legyen adva két pontunk a sikon, P; = (x1,y1) és P» = (x2,y2). Az a transz-
formdcid, amely a P; pontot P, pontba tolja a kdvetkezd:

X =x+ Ax

, 2.9
Y =y+Ay 29)

amely vektorosan felirva: p’ = p + t, ahol t az eltolds vektora.
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> X

2.9. dbra. A p pont elforgatdsa @ szoggel

Elforgatas

Forgassuk el a P pontot P’ pontba ® szoggel. A P’ pontot adjuk meg a kdvetkezd
egyenletekkel:

x' = |p’lcos(w + D)

2.1
y = |p’lsin(w + ©) (2.10)
ahol cosw = x/|p| és sinw = y/|p|.
Az ismert trigonometrikus azonossagok felhasznédldsdval, amelyek
cos(w + @) = coswcos® — sinwsin® @.11)
sin(w + ®) = sinwcos® + coswsin® )
felirhat6 a kovetkez6 egyenlet:
x' = xcos® — ysin® 2.12)

Yy = xsin® + ycos®
ami matrix formaban a kovetkezd:
x cos® —sind X
[ y ]_[ sin®  cos® H y ] 2.13)

ami vektoros formdban a kdvetkez: P’ = RgP, ahol Ry a forgatdsi matrix.

2.1.4. Projektiv transzformaci6

A projektiv transzformacid soran sem a méret, sem az alak, sem a parhuzamossag
nem O6rzédik meg, de az egyenes vonalak egyenesek maradnak. Ez a transz-
formacio fajta ritkan fordul el6 a térinformatikai gyakorlatban, mivel ritkan for-
dul el olyan hiba, amely annyira szisztematikus, hogy helyredllitdsa a pro-
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jektiv transzformécidt kivannd meg. El6fordul viszont a 3D-s problémédk megje-
lenitési fazisdban, ahol a perspektivikus dbrdzolds sordn projektiv transzforméciéra
kertilhet sor.

2.1.5. Topolégikus transzformacio

A topoldgikus transzformdcié sordn sem a szogek, sem a tdvolsigok, sem a
parhuzamossdg nem maradnak meg, ellenben a folytonossdg, a sorrendiség €s
a szomszédsdg megmarad. Ennek a transzformdcionak fontos szerepe van a
térinformatikdban, azokban az esetekben, amikor az affin transzformacié nem
hozott megfeleld eredményt, azaz a georeferencia a raszteres adatidllomdny
szabdlytalan deformdciéi miatt nem adott megfeleld eredményt.

Mikor fordulhat el§ ilyen tipusi deformici6? Ha példdul szkenneléssel
allitottunk eld egy raszteres térképet, és a szkenner papirtovabbité gorgdin idénként
elcsiszott a papir. Ilyenkor a pontos georeferdlds sem ad megfeleld eredményt.
Hiéba jok a sarokpont koordindtdk, azok az ismert koordindt4ji pontok, amelyek
mar rendelkezésilinkre allnak, €s amelyek a szkennelt térképen is felismerhetSk,
nem esnek megfeleld helyre. Ilyen esetekben a térképen helyrdl helyre véltozé
paraméter( affin transzformacié valik sziikségessé, amihez természetesen sok il-
leszt&pont felvétele vélik sziikségessé.

2.2. A tesszellacio

A sik lefedésének alapvetSen kétféle modja 1étezik, a szabdlyos és szabdlytalan
tesszellaci6. A 2.10. dbran ezek alapesetei lathatok.

2.10. abra. Szabalyos (1,2) és szabélytalan (3,4) tesszellacio

A 2.10. abra elsd esete a papiralapi térképek szelvényezési rendszere.
A Kklasszikus, papir alapu térképészetben alapveté6 kérdés volt a célteriilet
papiretérképekkel valé lefedésének mddja, vagyis a szelvényezés. Ennek sordn
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2.11. 4bra. Az EOV szelvényezés rendszere, jobb sarokban a 75-342
szelvényszamu teriilettel

megtervezték, hogy mekkora térképlapokkal fedik le az orszdg teriiletét, azo-
kon milyen tematikus tartalom lesz, mennyi inform4cié jelenitheté meg az adott
papirméretben, mekkora lesz a térképek méretardnya, stb. Erre alapozva kiala-
kultak a szabvanyos méretaranyok, és tartalmak. A 2.11. &bran lathaté egy
szelvénybeosztds, és egy kinagyitott részlete az dbra jobb alsé sarkdban, vala-
mint az ehhez tartoz6 térkép (2.12. dbra). Az abrdkon megfigyelhetd, hogy
az orszag felszinét hézag és dtfedésmentesen lefedik a hierarchidba szervezett,
kiilonb6z6 méretli (méretardnyu) szelvények. A térképszelvények szdmozasanak
rendje Osszefiigg a hierarchidban elfoglalt helyzettel.

A 2.10. 4bra masodik esete szintén a szabélyos tesszeldciét mutatja. Amikor
szabdlyos rdcsban taroljuk a felszin bizonyos adatait, mint példdul alapszinenkénti
intenzitas értékek az Grfelvételek és 1égifotok esetében, vagy magassag értékek
digitdlis domborzati modellek esetén, akkor a szabdlyossdg a mintavételi racsbdl
szarmazik. Ilyenkor egy mintavételi helyhez (pl. pixelhez) valamekkora teriiletet
rendeliink hozzd, és ezen a teriileten beliil tekintjiik érvényesnek a tarolt adatot
(2.13. abra). Ez tehat képek esetében pixeleket jelent, azonos intenzitds értékkel,
vagy egy magassagi [épcsét dllandd magassag értékkel.

A 2.10. abra harmadik és negyedik esete a szabdlytalan tesszellacidéra mu-
tat példat. A harmadik olyan felszin lefedést mutat, ahol jogi szabdlyozas
révén elballt hézag és atfedésmentes poligonok rendszere, (vagy valamilyen
természettudomdnyos ténymegéllapitdst mutat, mint példdul egy geoldgiai térkép,
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2.12. dbra. A 75-342 szamu térképszelvény

I_H

2.13. dbra. Ausztrilia ,,térképe” kiilonbozd racsallanddju tesszellacidval dbrdzolva

2.15. 4bra), végiil pedig a negyedik esetben egy matematikai, pontosabban geomet-
riai algoritmus altal el6allitott poligonrendszer fedi le a felszint, szintén hézag és
atfedésmentesen. Mindkét modszerrdl lesz sz6. A harmadik esetrdl a ,,A vektoros
adatmodell” cimi részben, mig a negyedikrél a ,,3D grafika, feliilet modellezés”
cim fejezetben.

A 2.14. 4brén a kataszteri térkép tartalménak egy része lathaté (csak a
foldrészlet hatarok), amely nyilvdnvaléan szabdlytalan lefedést eredményez, hi-
szen a telekhatarok kialakitdsdban, vagyis a jogi vonalak 1étrejottét az emberi élet
szabalyozta.

A természetben el6fordulé képzddmények, kiilondsen a geoldgiaban (2.15.
abra), gyakran eredményeznek hézag és atfedésmentes lefedést, amelyben sem a
mintavétel szabalyossdga, sem pedig valamilyen tesszellacids algoritmus léte nem
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2.14. dbra. Példa szabdlytalan tesszelldcidra, ahol jogi vonalak alkotta poligonok
fedik le a felszint

figyelhetd meg.

2.3. Térképek és térbeli funkciok

A térképpel kapcsolatos elvarasaink Osszefoglalhatok néhany mondatban. A
térkép a valdsdg egy lehetséges modellje, amely maghatdrozott szabalyok szerint
képezi le a fold felszinét, és annak tulajdonsdgait. A modellt6l elvarjuk, hogy
segitsen eligazodni, navigdlni, azonositani sajit poziciénkat a térben, és hely-
zetlinket viszonyitani mds objektumokhoz. Egyrészt segitsen nagyobb teriiletek
attekintésében, mdsrészt tartalmazzon minden olyan részletet, amire kivdncsiak va-
gyunk egy konkrét teriileten, egy bizonyos kontextusban. Legyen a segitségiinkre
abban, hogy valamely dolog, fizikai mennyiség, térbeli eloszldsdnak, mindségi
és mennyiségi paramétereinek térbeli elterjedését dbrazoljuk, segitségével egy
problémét megértsiink, és ha kell, dontést hozzunk. Sokféle objektum Osszeha-
sonlitdsa, térbeli elterjedésének egybevetése altal elemezni legyiink képesek ezen
objektumok kapcsolatrendszerét, adott esetben kolcsonhatdsukat. Maskor egy-
szerlien csak a dolgok szdmbavételét varjuk a modelltél, amely ebben az esetben
egy térbeliséget is tartalmazé nyilvantartas.

Ezeknek a funcidknak a klasszikus papirtérképek éppen tgy megfelelnek,
mint a modern digitélis térképek. Alapvet6 azonban a kiilonbség abban, hogy a
papirtérképek esetében a fentebb emlitett funkcidk okan 1étrejové eredmény min-
den esetben 6nall6 térképmiiként testesiil meg egy papirlapon, vagyis egyszer s
mindekorra véltozatlan forméban jelenik meg. A digitdlis térképek esetében a fo-
lyamat eredménye dinamikus, vagyis gyorsan valtoztathat6 az eredmény, gyorsan
igazithaté a véltoz6 kérdésfeltevéshez. Permanens eredmény csak a pillanatnyi
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2.15. ébra. Példa szabdlytalan tesszellacidra, ahol a felszin fizikai objektumai fedik
le a felszint (jelen esetben eltérd mindségili kbzetek)

allapotok nyomtatdsaval keletkezik.

A kovetkezbkben 4ttekintiink néhdny alapvetd térbeli miiveletet, amelyek min-
den geoinformatikai rendszerben el6fordulnak. Igaz, megjelenésiik igen sokféle
lehet, miikodésiiket 4thatjdk egy-egy szoftver alapkoncepci6jabdl adédé eltérések,
de alapvetéen valamennyi szoftver ugyanazokat fukcidcsoportokat valésitja meg.

2.3.1. Téma, tematika

A téma, vagy tematika valtoztathatésdga minden GIS szoftver sajatja. A téma vol-
taképpen azonos struktirajui objektumok halmaza. Megjelenési tulajdonsagai cso-
portosan vagy egyénileg valtoztathatok meg. Témat alkotnak példaul a folydk,
varosok, megyék, amelyek, ha a grafikus attributumaikat lathatova tessziik a
szamitégép monitordn vagy nyomtatdén, akkor térképet alkotnak (2.16. 4bra).
Ilyenkor méretaranyt és jelmagyarazatot is rendelhetiink hozza.

Tobb tematika is elhelyezhet6 egy-egy térképen, mint pl. a 2.16. dbran, ahol a
megyéken kiviil a nagy folydink is lathatok.

2.3.2. Térbeli objektumok

Mint emlitettiik, egy-egy téma azonos sémaju elemek halmaza. Ezek az elemek
a térbeli objektumok'. Egy objektum térbeliségét sokféleképpen fejezhetjiik ki.
Abrizolhatjuk pontként, vonalként, feliiletként (2.17. 4bra). Bizonyos esetek-
ben nem tudjuk az objektumok pontos helyét, méretét (mocsaras teriilet, bokros,
cserjés vidék, stb), sét esetenként csak feliratok utalnak egyes teriileti egységek

' Angolul geographic objects, csakhogy féldrajzi objektumokként forditva hasonléan iigyetlen
forditast kapunk, mint amikor a GIS-t foldrajzi informdcids rendszereknek forditjuk
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2.16. dbra. Példa a tematika fogalmara. A megyék és nagy folydink, mint ob-
jektumok, egy-egy kiilonéllé tematikdn helyezkednek el. Amint l4thatd, a téma
geometridjanak megjelenitése feliratok, nevek nélkiil nem eléggé informativ, noha
mindannyian tudjuk, akik ennek az orszdgnak a lakéi vagyunk, hogy a folydk te-
matikan két objektum van, a Duna és a Tisza

1étére (Jaszsag, Hortobagy, stb) anélkiil, hogy pontosan, poligonokkal megadva
lehatarolhatok lennének.

A térbeli objektumoknak két alapveté komponense van. Az egyik az attri-
butum adatok kore ((2.17. d4bra, jobb oldali tdbldzat), amely leird jellegl alfa-
numerikus adatot k6zol az objektumrdl (pl. név, teriilet, sily, lakossdgszdm, va-
lamely kategéria véltozd, stb.). A madsik, a térbeliségre jellemzd$ adategyiittes,
amely megadja az objektum térbeli pozicidjat (ha pont, akkor x,y, z koordinétat,
ha vonal, akkor a vonalakat alkoté nodeok koordinatait, stb.), valamint az objek-
tumok egymdshoz vald viszonyét (topoldgia). Ezek a viszonyok lehetnek adatok a
szomszédsagrdl, az objektumok kapcsolatrendszerérdl, de akar hidnyozhatnak is.
Egy varos belteriilethatdra ritkdn szomszédos egy mdsikkal, dltaldban a varosok
belteriiletét abrazold poligonok elszigetelt objektumok. Madskor viszont a poli-
gonok minden hatdra kozos valamely szomszédos poligonnal (pl. megyék, te-
lepiilések kiilteriilet hatdra, orszaghatdrok).

Tekintettel a vildg komplexitdsara, a modelliil haszndlt térbeli objektumoknak
is hasonld Osszetettséglinek kell lenni. Célszeri megkiilonboztetni elemi térbeli
objektumokat (geometric primitives) és komplex térbeli objektumokat. Lassuk a
kovetkez6 absztrakt definicidt a tematikara:

T ematika = {Terbeli_ob jektumok_halmaza}
{Terbeli_ob jektumok} = (leiras, elemi_terbeli_ob j)|(leiras, komplex_terbeli_obj)

A fentiekbdl kilovashat6, hogy a tematika, mint azonos strukturajd €s tipusd
elemekbdl felépitett halmaz leirdsdra igen alkalmas a reldcids adatbéziskezel6k
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[Temney [Megye_nev [ir_szam]

[ pebrecen HJDU-BHAR MEGVE 4024

[ Durmiivaras FEJER MEGYE 2400

]| Eger HEWES MEGYE 3300

O] Gvir GV AR-MOSON-S0PRON MEGYE a021

| Hadmezivasarhely CIONGRAD MEGYE a0t

Slgdtaran® hiskalc [ |Kaposvar SOMOGY MEGYE 7400

@ Nylregyhaza [ | Kecskemét BACS-HISKUN MEGYE 6000

D Mizkole BORSOD-ABAUJ-TEMPLEM MEGYE | 3525

O ZALA MEGVE 5300

@ Tetabgtiva ® Delifecen [ Myiregyhza SZABOLCS-SZATMAR-BEREG MEG' | 4400

L\} | Pées BARANYA MEGYE 7621

@ Szombathely @ Székdsenéndr | salgétarian NOGRAD MEGYE 3100
[ sopren GYOR-MOSON-SOPRONMEGYE | 9400

Dunaﬂjvé‘ms [O|5zened CSONGRAD MEGYE £745

@ Zalaggerszeq [O|szekszara TOLNA MEGYE 7100
@ BéRéscsaba [ | székestenérvar FEJER MEGYE 8000

3 Y [O[szoinok JAST-NAGVKUN-SZOLNOK MEGYE 5000

@ Kaposvir @ Szekszard @ Hidmezivisarhely O VA3 MEGVE e
D Tatabdnya KOMAROM-ESZTERGOM MEGYE 2800

| veszprém ‘VESIPREM MEGVE 8200

[| zalaegerszeg ZALA MEGVE 5300

| Béke: BEKES MEGYE 5601

2.17. abra. Tobbféle téma, sokféle geometriai reprezenticid lehetséges. Jelen eset-
ben ponttal jeldltiik a nagyobb varosokat, mig més esetekben poligonokkal is meg-
mutathat6 a térbeli elhelyezkedésiik (pl. belteriilet hatar)

eszkozrendszere.

2.3.3. Térbeli funkciok

Egyszerli megjelenités. Olyankor alkalmazzuk, amikor csak az objektuma-
ink térbeli elhelyezkedésének lattatdsa a cél. Kérdés persze, hogy mit ér egy
olyan térkép, amelyen kizarélag geometriai elemek lathatok (pl. orszdghatdrok
orszdgnevek nélkiil, telkek helyrajzi szdm feliratok nélkiil, vdrosok varosnevek
nélkiil, mint pl. a 2.16. d&bra, ahol sem megyenevek, sem a folyénevek nem
lathatok. Jogos persze az ellenvetés, hogy ekkora méretben vajnos lehet-e olvas-
hat6 folyonevet irni egy térképre.

Adatok révetitése a térképre. A térbeli objektumok, komplex objektumok meg-
jelenitése akkor igazan hatékony, ha valamely leiré adatat ravetitjiik a térképre
(pl. a megyék neveit, mint ahogy az a 2.18. &brédn lahat6). Ha rendelkezésre
all elegendd hely, akar tobbféle leiré adata is megjelenhet egy objektumhoz tar-
tozdéan. Itt most nem szelektdltunk a tematika objektumai kozott, valamennyit
megjelenitettiik, bar meg kell jegyezni, hogy a megjelenitd szoftver eleve szelektal,
hiszen azok az objektumok nem lathatdk, amelyek a viewporton (az aktudlis abla-
kon) kiviil helyezkednek el.

Tematikus tartalom révetitése a térképre. Masként is ravetithetjiik az adato-
kat a térképre. Ha az adattartalom és valamely geometriai tulajdonsag (pl. szin,
vonaltipus, szimbdélum) kozott megfeleltetést hozunk létre, akkor el6éll a tema-
tikus térkép. Ha példaul egy adat kategéria valtozd (pl. telepiilések jogallasa:
févéros, megyei jogd varos, kozség, stb.) akkor a megjelenitendd objektum olyan
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BORSOD-ABALL-ZEMPLEN MEGYE

SEABOLCS-SIATMAR-BEREG NE

BACS-KISKUN MEGYE

TOLMA MEGYE

CSONGRAD MEGYE

BARANY A MEGYE

2.18. 4bra. Poligonok, amelyekre feliratként ravezettiik az attributum adatok
egyikét, a megye neveket

stilusban (szinben, szimb6lummal) jelenik meg, amelyet elézetesen az adott ka-
tegdria valtozohoz hozzarendeltiink. Hasonldan lehet kategéria valtoz6 példaul
az utak rangsora: autdpdlya, autdut, féutvonal, mellékut, fiilddt, stb., amikor is a
kiilonb6z6 kategéridju vonalszakaszokhoz el6re megadott szint, vonaltipust, vo-
nalvastagsdgot rendeliink.

Nemcsak kategériavaltozdkat, hanem fizikai mennyiségeket (pl. lakossig
szam, légszennyezés kvantitativ mértékei, stb.) is megjelenithetiink tematikus
térképként. Ebben az esetben el6z6leg osztdlyoznunk kell a nyers adatokat. Meg
kell adnunk, hogy a fizikai mennyiségeket hiany el6re megadott osztdlyba kivanjuk
sorolni, mik lesznek az osztdlyok hatarai, és azok milyen stilusban (szinnel,
kitoltési mintizattal, vonalvasgatsidggal, stb.) fognak megjelenni. Erre a temati-
kus térképfajtira mutat példat a 2.15. abra. Itt a szinkitoltés a kdzetmindséget

hivatott jelezni.

Legyiijtés téma szerint. Gyakori funkcid, hogy valogassuk le azokat az objek-
tumokat valamely tematikdbdl, amelyek megfelelnek valamely kritériumnak. A
kritérium lehet egy egyszeri relacio (<, >, =, stb) valamely paraméter és egy leird
adatelem kozott, de lehet valamely Osszetettebb miivelet eredményével vald 0ssze-
hasonlitas is, amely akdr tobb tematikat is figyelembe vehet a kritériumokkal vald
Osszehasonlitds sordn. Ebben a miiveletben a térbeliség nem jétszik szerepet.

Egyesités attributum szerint. Két objektum egyesitésének kritériuma lehet va-
lamely attributum adatok azonossaga. Ilyenkor nemcsak az attributum adato-
kat kell egyesiteni, hanem az elemi térbeli objektumokat is (pl. poligonok
egyesitése, ha a neviik azonos). Az egyesités nem trividlis abban az esetben,
ha az attributum adatok kozott van olyan, amely az egyesitend6 objektumok
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2.19. abra. Példa poligonok egyesitésére. Az abran lathat6 két tematika, a megye
poligonok halmaza (vékony sziirke vonallal), és a természetvédelmi igazgatosagok
hatdrait tartalmazé poligon halmaz (vastag sziirke hatarvonali poligonok). Ez
utébbi poligon halmaz tobbnyire a megye tematika egyes szomszédos objektuma-
inak egyesitésébdl szarmazik. Mivel a val6sdgban mindig elé6fordulnak rendhagyé
esetek is, igy példaul Csongrad megye két igazgatdsdghoz is tartozik, a Tiszantuli
arésze az egyikhez, a masik része a masik igazgatésaghoz

méretével, kiterjedésével ardnyos, vagy azok diszjunkt mivoltdhoz kotott. Ilyen
esetben az egyesités utdni attributum, az adat fizikai jelentésétdl fiiggben (ex-
tenziv vagy intenziv fizikai mennyiség), dsszeadddik, vagy valamilyen mds arit-
metikai miivelettel szamithat6 ki (pl. két kiilonbozd telepiilés poligon egyesitése
utan a hozzajuk tartoz6 lakossdgszam Osszegzddik, de ha az adat 1égnyomas, ak-
kor kiegyenlitédik). A végzendd miivelet az adat fizikai jelentésének ismeretében
allapithaté meg.

A 2.19. abran lathaté vastag hatarol6 vonald poligonok a természetvédelmi
igazgatésdgok hatdrai, amelyek jogalkotdsi tevékenység 4ltal jonnek I1étre,
mégpedig gy, hogy egy-egy poligont megadott nevli megyék (vagy telepiilések)
alkotjdk meg. Ha tehat legyfjtjik a megadott nevii megyéket, akkor azok
egyesitésével hozzuk létre a fent nevezett poligon halmazt. Azt egyel6re ne
vizsgéljuk, hogy a geometriai elemekbdl miként jon 1étre az dj poligon. A
sikgrafokkal foglalkoz6 fejezetben (3.4.1) ezzel részleteiben is foglalkozunk.

Geometriai legyiijtés. Gyakori, és igen hasznos térbeli miivelet a geometriai
szelekcid. Térbeli kritériumok alapjan vdlogatunk le objektumokat valamely tema-
tikabol. A legegyszeriibb eset a ramutatds, amikor valamilyen grafikus szelekcids
eszkozzel pl. az egérrel rdmutatva, kijeloliink egy objektumot. Pont esetén a pont
hozzavetdleges helyére klikkeliink, vonal esetén, a vonal valamely pontjara, poli-
gon esetében pedig a poligon belsejébe klikkeliink.
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2.20. abra. Kijelolés ablakkal: azon objektumokat szelektdljuk, amelyek beleesnek
egy atmenetileg definidlt ablak teriiletébe

Levélogathatunk objektumokat nemcsak pontszerd szelekcids eszkozzel, ha-
nem feliileti elemekkel val6 atfedés révén is. A legy(jtés kritériuma a feliileti elem
altali tartalmazds. Ilyen feliileti elem lehet egy négyszdg vagy ablakozds (2.20.
abra), vagy egy objektum meghatarozott sugari kdrnyezete (pl. egy pont, esetleg
tetszGleges hely adott sugard kornyezete. 2.21. 4bra), vagy pedig egy objektum
valamilyen sugaru kornyezete (2.22. dbra). Tovabbi grafikus legyiijt6 eszkoz lehet
valamely tematikabdl kijelolt poligon (2.23. dbra), amely azokat az objektumo-
kat gydjti le, amelyek részben vagy egészben belesnek a szelekcids objektumba
(intersect, overlap, contain, is within, near to, adjacent, stb.).

Valamely alfanumerikus, attributum adat is kombindlhaté térbeli
legytjtésekkel. Keressiik példaul azokat a megyéket, ahol a népstiriség nagyobb
egy el6re megadott koszobértéknél. Ha telepiilésekhez kotott népességadataink
vannak, akkor azokat el6bb Osszegezniink kell, de csak azokat, amelyek azonos
megyébe esnek. Azutdn a megyénkénti dsszegeket el kell osztani az adott megye
poligon teriiletével, hogy megkapjuk a népstiriséget.

Egyesités geometria alapjan. Attributum adatokt6l fiiggetleniil is egyesithetiink
objektumokat.  Onkényesen is kijelolhetiink egyesiteni kivant objektumokat
(akdr nem szomszédosokat is), vagy valamilyen geometriai rel4cié alapjan is ki-
jelolhetjiik az egyesitendd objektumokat. Figyeljiikk meg a 2.24. 4brat, amelyen
lathat6, hogy hogyan lehet egy geometriai reldcié (jelen esetben atfedés) alapjan
legytijtott poligonokat egyesiteni. Keressiik azokat a telepiilés kiilteriilet hatarokat,
amelyeknek van k6z0s része a Balaton nev( poligonnal. Ezek fogjak alkotni a part
menti telepiilések nevl poligont, amely a burkol6ja lesz az el6bbi feltételeknek
eleget tevé poligonoknak.
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2.21. abra. Kijelolés adott sugard kor alakd kornyezettel: ebben az esetben vagy
egy létez6 pontszerl objektum koré, vagy egy fiktiv pont koré rajzolunk adott su-
garu kort, és ezen beliili objektumokat szelektdlunk

n

sz 2z

2.22. ébra. Kijelolés valamely tematikdn 1év6 objektum adott sugaré kornye-
zetével: ha pont koré rajzolunk egy adott sugard kornyezetet, akkor a szelekcids
eszkoziink egy kor alaku poligon lesz; ha vonalszegmens vagy vonallanc koré raj-
zolunk adott sugarui kornyezetet, akkor a szelekcids eszkoz egy szabdlytalan alakd
poligon lesz; poligon adott sugard kornyezetét kétféleképpen hozhatjuk 1étre: a po-
ligon hatdrvonaldnak adott sugari kdrnyezete egy gy(irii alakd poligon lesz, vagy a
gylri alaki poligon és az eredeti poligon unidja. Az dbrdn az 5-0s ut Kecskemét és

Szeged kozé esd szakaszanak 10 km-es sugard kornyezetét 1athatjuk, mint poligont
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2.23. dbra. Kijelolés poligon legy(ijtéssel: egy 1étezd tematika valamely poligonjat
tekintjiik szelekcids eszkdznek (jelen esetben Csongrad megy poligonsjat), és az
ebbe a poligonba es6 objektumokat gydjtjiik le valamelyik tematikdbdl (itt a ponttal
szimbolizalt telepiilésekbdl)

2.24. dbra. Egyesités geometriai reldcié alapjdn: a Balaton poligont atfedd te-
lepiilés kiilteriilethatar poligonok legyijtése, majd a kollekcid egyesitése egyetlen
poligonnd part menti telepiilések néven. Jogalkotési folyamat alapjan el6allt listak
alapjan alkothatdk meg az iidiilé ovezet (vildgos sziirke poligonok) és a vizgyiijtd
nev( poligonok (fehéren kitoltott poligonok)
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El6 szeretnénk allitani az iidiil6 ovezet nevli poligont. Erre méar biztosan
nem elegendd egy geometriai reldcié (pl. legyen szomszédos a part menti te-
lepiilésekkel), mert ez jogalkotdsi kérdés. Ilyenkor egy torvényben meghatarozott
teleptiléslista lehet a kiindulds alapja, amelybdl szoveges legytijtéssel allitjuk el6 a
kérdéses poligonokat, amelyek aztan egyesithetdk.

Szamos hézag és atfedésmentes poligonstruktira egyesitésével épiilnek fol
egyre komplexebb objektumok. Alljon itt példaként a kiovetkezs: a telepiilések
belteriilete megalkothaté azoknak a poligonoknak az uni6jabol, melynek egyik
min8ségi jellemzd kategéria valtozdja ’belteriilet’ értékdi. Ugyancsak megal-
kothat6 a kiilteriileti ingatlanok és belteriileti ingatlanok uni6jabol egy telepiilés
kiilteriilet hatara. A kiilteriilethatdrok uni6jabol a megye, azok uni6jdboél az orszag,
az orszagok uni6jabol a kontinens, €s igy tovabb ad infinitum.

Interpolicio, extrapoldcié. FErdekes probléma megéllapitani két mintavételi
pont kozott valamely paraméter értékét. Szdmos szaktudomanyi mérési eredmény
diszkrét pontokban keletkezik (pl. vizmérce adatok, szennyezési adatok),
mikdzben ezen értékek folytonos eloszldsdnak ismerete nagyon hasznos lenne.
Ilyenkor alkalmazunk interpoléciét. Feltételezziik ugyanis, hogy az egyes mérési
pontok kozott korrelacié all fenn, vagyis a mért értékek nem fiiggetlenek
egymadstol. El6fordul, hogy olyan helyeken is szeretnénk megbecsiilni egy pa-
raméter értékét, amely mar kiviil esik a diszkrét mérési pontokat burkolé poligon
teriiletén. Ekkor alkalmazunk extrapoléciot.

Az idedlis interpolacié mddszerét mutatja a Fiiggelék mintavételezéssel foglal-
koz6 fejezete (A.S. fejezet). Egy nem idedlis, de gyakran alkalmazott interpoldcids
moédszert, az inverse distance weighting médszert ismerteti a 3D-s domborzat mo-
dellezéssel foglalkoz6 rész (5.1.2. fejezet).

A problémakdr egészével a geostatisztika foglalkozik, amelynek bemutatdsa
mar meghaladta volna e konyv terjedelmi korl4tait.
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3. fejezet

A vektoros adatmodell

A vektoros adatmodell az dbrazolni kivant objektumok altalunk jellemzének, fon-
tosnak tartott pontjainak helyvektorait tarolja, ami két dimenziés esetben x, y ko-
ordindtdkat, harom dimenzids esetben x,y, z koordinatdkat jelent, tovdbbd azt is
tarolnunk, tudnunk kell, hogy a megadott koordindtdk milyen koordinéta rendszer-
ben értelmezettek. Ez a tény feltételezi, hogy az a szoftver, amely tarolja a pontok
koordinatdit, kezelni tudja a koordindta rendszereket.

Minden, a pontndl bonyolultabb objektum a helyvektorosan tarolt pontok so-
ben lehet az 6sszetartozé pontok beviteli sorrendje). A fliggelék grafelméleti 6ssze-
foglalgjaval Osszhangban, a vektoros adatmodellben az dbrdzolni kivant objektu-
mokat grafokkal irjuk le. A jellegzetes pontok a graf pontjai (vertexei, nodejai),
amelyek alkotjak a vonalakat és a poligonokat.

Kérdés, hogy ki donti azt el, hogy melyik pont jellegzetes illetve fontos, elvégre
éppen ezeket akarjuk tarolni? A kérdés megvdlaszoldsahoz vessiink egy pillantdst
a vektoros adatbevitel mdédszereire. Ha (rfelvételekrdl vagy 1€gifotékrdl vekto-
rizalunk, el6bb értelmezniink kell, hogy mit latunk. Ha felismertiik a folyodkat,
utakat, hazakat, akkor azok jellegzetes pontjai (haz sarkai, folydk, utak jellemzd
pontjai, igy mint torkolat, ttkeresztez6dés, stb.) egyszeriien megallapithaték. A
folyamat kiemelten fontos momentuma a felismerés, az emberi szemlél, interp-
retator tudésa, tapasztalata, hattér ismeretei. Enélkiil a vektorizalas lehetetlen.

A mésik szempont, hogy milyen célra késziil a vektortérkép. Az elére de-
finidlt célokbdl kovetkeztetni lehet arra, hogy mely objektumot tekintsiik fontos-
nak, és melyet csak hattérnek, vagy éppen elhanyagolhaténak. Példaként vegyiik
azt az esetet, amikor kodzigazgatdsi célbdl készitiink vektoros térképet szkennelt
papirtérkép alapanyagbdl. Ilyenkor minden kézigazgatdsi vonatkozdst adat fon-
tos (telepiilés hatdr, megye hatdr, stb.), ellenben a folydk pontos dbrdzoldst nem
igényelnek, noha jelenlétiik sziikséges. A patakok elhanyagolhatéak, nem is kell,
hogy rédkeriiljenek a digitélis térképre (még akkor sem, ha rajta vannak a papir
alapanyagon).

Amikor papir térkép a vektorizalds nyersanyaga, akkor is igaz, hogy valamikor
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L

3.1. abra. A valdsag egy kis darabja (bal oldali dbra), amelyet a vektoros adatmo-
dellel fogunk leirni, és a vektoros adatmodell szerinti reprezentécidja (jobb oldali
abra). A helyvektoros leirds — mint lathaté — elhelyezte az dbrdzolni kivant ob-
jektumok felszinre mer&leges vetiileteinek jellemzd pontjait egy koordindta rend-
szerben, ennek kovetkeztében a vektoros adatok megjelenitésére hivatott grafikus
ablakban felvette a konvenciondlis észak-déli irdnyitottsdgnak megfelel6 pozicidt

[8]

valakinek értelmeznie kellett a képet, valakinek valamilyen elSismeretei alapjan
ki kellett tizni mérési pontokat. Osszefoglalva tehit elmondhatjuk, hogy a vek-
toros adatmodellt kovet6 digitalis térképekben a helyvektorokon és az 6sszekotési
szabdlyon kiviil nagy mennyiségli emberi tudds is benne van.

A 3.1. 4brén lathat6 egy idealizalt kép a valdsag egy szeletérdl, amelyet vek-
torosan fogunk leirni. A valésagrél alkotott modelliinkhdz geometriai elemeket
haszndlunk, dgymint a nulla dimenzids pont, és az egy dimenziés vonal. En-
nek specidlis esete a vonallanc (polyline), amely egyméshoz kapcsol6dé szaka-
szok sorozata (az 6sszekapcsoltsdg mar ebben az esetben is topoldgiai, vagyis a
szomszédsiggal kapcsolatos megszoritdsokat ré6 a modellre). A kovetkezd geomet-
riai elem a (két dimenzids) poligon, amelyet pontok sorozata épit fel (3.2. 4bra).
Ennél precizebb megfogalmazis, hogy egy poligon egymdshoz kapcsolédé szaka-
szok sorozata, amelynek kezd6 és végpontja azonos. Az egymashoz kapcsoltsag,
valamint a zartsig, a topoldgidra, vagyis a vonalak szomszédsdgi viszonyaira vo-
natkozé megszoritas.

Amint a 3.3. dbran lathat6, a legelemibb épitéelem, csak a pont tartalmaz ko-
ordindta adatot. A tobbi objektum, a hierarchidban fejlebb 4ll6 vonal, vonalldnc,
és a poligon csak struktirdlis informacdt tartalmazz arrdl, hogy a magasabb hierar-
chigjui objektum milyen viszonyban van a hierarchidban alatta 1évékkel.

Ez egyben azt is jelenti, hogy a pont és koordinatdinak tdroldsa nem elegedd a
geometria vektoros leirdsahoz, hanem azt is tdrolni kell, hogy a hierearchidban a
pontok felett 116 objektumok miként jonnek 1étre a pontokbdl alkotott szakaszok,
és azok esetleges kapcsolddasa altal.

A vektoros objektumleirdsnak szdmos elénye van, mint péld4ul:
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extrém pontok
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3.2. dbra. Példdk egydimenzids objektumokra (bal oldali d4bra): a) vonal szegmens
(szakasz); b) vonallanc (polyline) végpontokkal és vertexekkel; c¢) nem keresz-
tez6d6 vonalldnc; d) zart polyline; €) monoton polyline; f) nem monoton polyline.
Példak kétdimenzids objektumokra (jobb oldali dbra): aa) egyszer(i poligon; bb)
nem egyszerd poligon (ilyen poligon szinte csak hibaként fordul el6 a geoinforma-
tikdban); cc) konvex poligon; dd) monoton poligon; ee) poligon sziget struktira
(lyukas poligon); diszjunkt poligonokbdl all6 régid [31]

@ Komplex objektumok

Héz [Telek ] [Kabel | [Transzformator |

‘ @ Objektumok
£2P transzformétor

Kabel

/ g / @ Vonalak, feliiletek

- - ————————— —— - —— — — — — -

3.3. dbra. A vektoros rendszerek elemeibdl (geometric primtives) egyre komple-
xebb objektumok, objektumcsoportok alkothaték: 1 — a nodeok szintje; 2 — vona-
lak, poligonok szintje; 3 — objektumok szintje; 4 — komplex objektumok szintje

(8]
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Digitalis térkép Alfanumerikus
adatok

3.4. dbra. A grafikus és a leiré adatok kapcsolatdnak sematikus dbrdja. A grafikus
objektumok és a leiré adataik 1:1 tipusd kapcsolatban vannak egymassal [8]

INGATLAN
ERTEK

KOZMUVEK

EPULETEK

TELKEK

3.5. dbra. Objektumcsoportok 1étrehozdsdval rugalmasan hasznélhaté adatszer-
kezet hozhato 1étre. Az objektumoritentalt megkozelitésti rendszerek ezeket fea-
ture classoknak hivja (tulajdonsdg osztilyok), a hagyomanyos, CAD terminoldgiat
elényben részesitd szoftver gyartok pedig inkdbb a layer elnevezést hasznaljak [8]

Csak ott van pont (vertex), ahol valtozas van a geometridban

Helytakarékos grafika leirds

Objektum hierarchia felépitésének lehetdsége (3.3. dbra)

Korlatlan adatbdzis kapcsolati lehet6ségek (3.4. dbra)

Az adatbazis kapcsolatot a 3.4. dbra mutatja sematikusan. A geometriai hie-
rarchia barmely szintjéhez rendelhetiink attributum adatokat leiré téblakat, ha azt
a problémakor iizleti logikdja (business logic) megkivanja.

A vektorosan tarolt adatokat érdemes logikai csoportokba szedve kezelni, attdl
fiiggben, hogy milyen csoportositast részesitiink elényben (3.5. dbra). Egy le-
het6ség az 6nkényes csoportositas, amely a tervezd, rendszerépité deklaraciéjatol
fiigg. O donti el, hogy mely objektumok keriiljenek egy objektum csoportba (fea-
ture class, layer). Ebben az esetben igen tdg tere nyilik a tervezének, de egyben
megnd a feleldsége is.
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3.6. dbra. A spagetti modellben el6fordulé hibdk egyike. Az 4brdn a folytonos
és a szaggatott vonalas poligonoknak egymason kellene futniuk, de amint a nyilak
mutatjik, ez nem teljesiil, s6t a ? jellel jelolt nyil olyan nodeot mutat a szaggatott
poligonban, amelynek nincs is megfelel§je a folytonosban [39]

Egy masik lehetéség az objektumok valamilyen tulajdonsig azonossag alapjan
torténd beoroldsdn, osztilyozaséin alapuld csoportositds. A csoportositas lehet fix,
vagyis nem valtoztathatd, de lehet rugalmasan valtoztathat6 is, ami a pillanatnyi

legy(jtési szempontrendszer alapjan végzett csoportositas.

A vektoros adatokat nemcsak koordinatdk szerint, hanem egymashoz képest
is megadhatjuk, s6t célszeri a szomszédsdgi, a kapcsolddési viszonyokat is fi-
gyelembe venni. Szadmos hétkéznapi eset mutat ,,topolégikus” megfontolasokat:
,,Hogyan taldlok oda a pdyaudvarra?”’ kérdezi az eltévedt tirista. ,,Ezen az utcén
menjen végig a masodik keresztez6désig, ott forduljon jobbra, menjen addig, amig
az Ut nem keresztez egy vastiti atkel6t, majd a sin mellett haladva eléri az dllomdst.”
Egy masik, topoldgidt rejtd kérdés: ,,Mi van a szomszédom telke és az én telkem
kozott?” Semmi, csak a kerités (a kerités nem telek, hanem egy egydimenzids
objektum), mert ha lenne, akkor nem volndnk szomszédok.

A topoldgia tehét leirja az objektumok szomszédsagi viszonyait, az objektu-
mok kapcsolatrendszerét (4tfedések, szakaddsok).

3.1. Spagetti modell

A spagetti modell egy olyan vektoros adatmodell, amely a nodeokon és az
0sszekotési szabalyon kiviil mast nem vesz figyelembe. Nem vizsgélja, hogy van-e
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Objektumok
id | Name [ Fieldl -
123456 | P 1 Region 1 5
Geometriai elemek = 2 Region 2 6
| | 3 Region 3 ]
o | id | xcoord |  ycoord Iﬁl 4 Region 4 5
DR | 6399339375 232427 797 . 5 Region & G
2 1 639957 232447 828 — 6 Region 6 9
HE 1 B3997375 232429 |7 — 7 Region 7 s
| |a 1 639949525 232409 9845 — 8 Region 6 2
L : ; 639933 9375 ggﬁ;g : 9 Region 9 5
|z 2 B3I99IIGIE 232427797 - }? Ezg:z: 1? ?
8 2 6399199375 232443 —
e 2 539943% 232453% - 12|Region 12 6
o 2 639951 232454 5625 L 13 Region 13 6
ua 2 639957 232447 828 - 14 Region 14 6
I ES 3 6399430625 232463297 | 15 Region 15 5
EE 3 6399199375 232443625 | 16 Region 16 5
[ |1e 3 6399043125 232460 953 Il 17 Region 17 5
[ |is 3 6399279375 232480703 L 18 Region 18 6
16 3 6399430625 232463297 L 19 Region 19 6|
17 A £3004N 125 237490 7106 X N -
Rekord: 14/ < T _» [ »1[b#] sszesen 301 Rekord: 14 ¢ | T > [t || gsszesen 41

3.7. dbra. A nodeok és a beldliik alkotott poligonok relacids tdblak kapcsolatdval
leirhatok. Ez az egyszerti szerkezet azonban nem tartalmaz semmilyen informaciét
a topoldgiardl [8]

kozvetlen szomszédja egy poligonnak, és igy vannak-e kdzds nodjai a szomszédos
poligonoknak. Nem torddik a folytonossaggal, és az egyes objektumok esetleges
térbeli sorrendiségével, szomszédsigaval (3.6. dbra).

A legtobb altaldnos célu, vektoros rajzold spagetti modellt kovet. Eldnye az
egyszerlisége, amely egyben a hatranya is, mivel olyan laza min&ségi kritériumok
mellett, mint amilyet a spagetti modell kivdn meg, nagyon konny(i rossz min8ségi
adatbézist létrehozni. Az egyszerliség persze nem zérja ki, hogy hozzaérték a
spagettibdl is professzionalis mindséget hozzanak 1étre, de széleskorti hasznalata
térinformatikai rendszerekben keriilend6. Az altaldnos rajzol6é programok alkal-
mazzak a spagetti modellt, és sajat adatformatumot hasznéalnak, amely (tobbnyire)
nem tartalmaz reldcids adatbazisok elméletére épiilé megfontoldsokat.

Meglepd, hogy egyes térinformatikai szoftverek a fentiek ellenére alkalmazzak
a spagetti modellt. Amikor poligonok zartsagat, vonallancok szakadds mentességét
kivanjuk ellendrzni, akkor azt a szoftverek kiilon utasitidsra megteszik, de az adat-
modell nem tartalmaz erre vonatkozé garancidt, azt a node koordindtdk Gssze-
hasonlitasdval lehet megtenni. A 3.7. dbrdn a spagetti modell egy lehetséges
megvalositdsa lathatd. A Geometriai elemek nevil tabla a nodeok azonositdit
(elsddleges kulcsait) €s a koordinatdit tartalmazza. Az Objektumok tabla az ob-
jektumok azonositéit (elsédleges kulcsait), és az objektumokra vonatkoz6 leird
adatokat tartalmazza, mint példaul Name, Fieldl. Figyeljiik meg, hogy a nodeok
sorrendje fontos, mivel csak novekvd id szerint kirajzolva eredményez poligont.
Szomszédos poligonok topoldgikusan helyes tiroldsat lehetSvé teszi ugyan ez a
struktira, de nem garatalja. Ebben a tarolasi szerkezetben kiilon gondoskodni kell
(szoftveresen, emberi odafigyeléssel) a korrekt topol6gidrol.
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3.8. dbra. Nodeok, polylineok, arcok (ivek) alkotjak a halézatokat [31]

3.2. Halozat modell

A halézat modell arra hivatott, hogy vonalak hélézatdval irjunk le hal6zatos
miikodési dolgokat, ugy mint kozlekedés szervezés, szdllitminyozas, logisztikai
problémadk, kézmi halézatok, kapcsolatrendszerek, stb. Minden esetben arrdl van
sz0, hogy grafokkal modellezziik az iizleti logika éltal definidlt csomépontokbdl
felépiilé halézatokat (3.8. 4bra). Megkiilonboztetiink arcot (ivet) és vonalldncot
(polylinet).

Az abrardl lathatd, hogy célszerti lehet, kiilonosen dtvonal optimalizicids
problémdk esetében, a sok nodebdl 4ll6 vonalldncokat arcoknak nevezve masként
kezelni, elvégre ezeken a polyline szakaszokon nincs eldgazds. Az optimalis
utvonalak megkeresére mutat egy példat a grafelmélettel foglalkozé fejezet az
A. Fiiggelékben (129. oldal), ezért az ttvonal optimalizdlds bemutatdsat itt
mell6zziik.

3.2.1. Linearis referencia

A helymeghatarozas tobbféle mddon is lehetséges. A jol ismert x, y, z koordinatak
megaddsa mellett a postai cim alapjén tortén6 helymeghatdrozas is régéta alkalma-
zott mddszer. (Ha valamelyik ismerdsiink a cime helyett a lakhelye koordinatait
adnd meg, meglepddnénk, mert bizonyos problémakorben a postai cim a helymeg-
hatdrozds elfogadott rendje.) Tovabbi helymeghatdrozdsi maéd is lehetséges.

A vonalas létesitmények, mint a kozmd- és kozlekedési haldzatok (tit, vastt)
valamely pontjdnak térbeli leirdsdra haszndljuk a kovetkezd modszert, amely a
halézati modell egyik igen altaldnos felhaszndldsa. Vegyiik példdul az utak mentén
1évé kilométerkdveket, vagy a folyok mentén a folyamkilométereket. Ezek a
helyek pontos koordinatakkal rendelkeznek. Szamos esetben azonban a hely-
meghatarozas egy-egy ilyen mérfoldk6hoz képest torténik (pl. a 123 folyamki-
kométertdl 150 méterre folydsiranyban). Utakon tortént események (pl. balese-
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tek) helyének megéallapitdsara sem hasznéljuk az abszolut koordinatdkat, hanem
valamilyen relativ meghatdrozast adunk, mint pl. baleset tortént a 4-es Ut 52.
€ 53-as kilométere kozott, féldton. A folyamkilométerek, kilométerkdvek, mint
szelvénybeosztasok, akdr pontoknak is tekinthetSk.

A hélézatot reprezentalé vonallancokat alkoté nodeok azonban egyaltalan nem
biztos, hogy egybeesnek a szelvénybeosztis pontjaival (képzeljiink el 10 km
hosszi nyilegyenes vasuti vonalszakaszt, amelynek egy kezd6- és egy végnodeja
van. Teljesen felesleges lenne oda is nodeot tenni, ahol nincs véltozds a geo-
metridban. A szelvénybeosztds kilométerenként tartalmaz egy pontot, igy akar ez
alapjan generélhatndnk vonalldncokat. Ez sem lenne jé megoldds, mert a geometria
szempontjabol mindenhogyan redunddns nodeok tomegét hoznank 1étre.

Tovabb bonyolitja a helyezetet, hogy el6fordulhatnak valtozasok a geo-
metridban (pl. nagyobb, tobbszintes csomépontot épitenek ki tobb ttvonal
taldlkozdsaban, vagy véglegesen elterelik a foly6t egy gat, erémi megépiilése mi-
att). Ilyenkor akar jelent6sebb hosszvaltozas is bekovetkezhet, ami ha a vonalas lo-
gikét kovetjiik, valamennyi kilométerszelvény athelyezését igényelné. Ez nyilvan
képtelenség.

Végiil is mindegy, hogy milyen mddszerrel hatirozunk meg azonositani kivant
helyeket, ha ezek egymdssal 6sszhangban vannak, és azonos eredményre vezetnek.
Szakteriiletenként eltérhetnek ezek az azonositdsi médszerek. Lassunk ezek koziil
néhanyat:

e foldrajzi koordinatak

e ltszelvényszdm

e szelvényazonositéhoz képesti tdvolsag
e varoshatartdl mért tavolsag

o kilométerkovektSl mért tdvolsag

o keresztez8désektS]l mért tdvolsdg

e nevezetes helytSl mért tdvolsag

A kiilonbozé szakteriiletek az iizleti logikabdl kovetkezben sokszor elét6rd
méretardnyu térképrdl szdrmazd geometriai alapra épitették az informécids rend-
szeriiket. A kiilonboz6 méretarany, a sokféle iizleti logika, a szelvénybeosztas
problémakorét mutatja a 3.9. dbra.

A 3.10. abran lathat6é vonallanc leirhat6 a klasszikus georeferencia altal, az
ni, ny, n3, ng nodeok koordinatdival (3.1. tabldzat), és ugyanazon helyek lineéris
referencia (szelvényezés) szerinti leirdsaval (pl. az adott hely tavolsaga a kezdd
szelvényszamtol, 3.2. tablazat).
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3.9. dbra. A kiilonb6z6 mérearanybdl, és az eltérd iizleti logikabdl szarmazd
linedris referencia alapd megkdzelités sematikusan dbrdzolva

3.1. tdblazat. Az ny, ny, n3, ng nodeok georeferencia tdblazata

n_id | x_coord | y_coord
ni 625212 | 385261
np | 625230 | 385286
ny | 625248 | 385266
ng | 625267 | 385274

3.2. tdblazat. Az ny,ny,ns3, nqg nodeok a linedris referencia (szelvényezés) szerinti
tablazata

n_id | tavolsag
ni 0.8
ni 2.1
ni 34
ny 52
ny
n, N
/\n2 n3/ 5.2
0.8 2{\/\34

3.10. dbra. Egy vonalldncot alkoté nodeok (n1,n7,n3,n4), és a szelvényezés lo-
gikdja szerinti ugyanazon helyek
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3.3. tdblazat. A K jeld szegmens meghatarozasa a linedris referencia szerint

id | vonal.id | start | end
K 67 22 | 3.1

o_é\ T / 5.2
S \3.4

/
21

3.11. dbra. Egy vonalldnc, amelyen l4thatok a szelvényezés helyei, és egy olyan K
jeld vonalszakasz, amelyet a 3.3. szamu linedris referencia tdblazatban definidltunk

3.2.2. Dinamikus szegmentalas

A rétegszemléletli megkozelitésben a grafikus adatok szegmentdltsiga, va-
lamely iizleti logika szerinti szakaszoltsdga a grafikus adatbizis permanens
része. Az objektumorientalt szemlélet el6retorésével a grafikus adatok valamely
(tetszOleges) attributum szerinti dinamikus szegmentédldsanak lehet8sége rugalmas
rendszerépitést tesz lehet6vé. Kiilondsen érdekes ez a linedris referencia szerinti
logikdju rendszerekben, ahol a szegmensek megaddsa a linedris referencia szerint
valdsithaté meg (3.3. tdblazat és 3.11. dbra).

3.3. Relacios modell

A Kklasszikus vektoros adatmodell megvalésitasara kézenfekvd, hogy valamilyen
reldcids adat reprezentaciét alkalmazzunk. A spagetti modell esetében lattuk, hogy
a relacids adatreprezentdciokkal jol leirhaték poligon struktirdk. Nézziik most
meg, hogy az el6bbi szerkezetet hogyan finomithatnank ugy, hogy a korrekt to-
poldgia automatikus biztosittassék.

Konkretizaljuk az eldbbi példat. Irjuk le Eurdpa févirosait gy térbelileg,
mint attributum adatokat tekintve. A 3.12. dbran lathaté négy adattabla, amelyek
koziil az elemi geometridt, a pontok tébla tartalmazza. A kontiirok tabla ezekbdl
a pontokbdl épiil fel. A poligonok tabla a kontirokbdl épiil fel. A kontirok tibla
annyi vonallancbdl 4ll, ahdny hatarvonala (szomszédos poligonja) van a poligon-
nak (feliiletnek). Végiil az orszdgok tébla a poligonok tébla azonositéira hivatko-
zik, mint geometriai 6sszetevlre, a tobbi adata viszont leird tartalmu (name, cap-
ital, population). Vegyiik észre, hogy ebben az esetben egy node megvaltoztatdsa
(pl. eltoldsa) nem rontja el a topoldgiat, ha eredetileg 1étezett. Egy ilyen nagy
hatékonységu struktira mar képes biztositani topoldgikus tulajdonsdgokat, bar en-
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orszagok
|
name capital | population Jlr id-boundary
Germany | Berlin 78.5 i Bl
France Paris 58 | B2
.. | ..
kontirok
|
id-contour point-num | id-point

C1 2 Pl
(@) 1 P2
C1 3 | p3
Cl ‘
C2 1 P4
C2 2 P5

2 ‘

poligonok

td-boundary | id-contour
Bl Cl1
B2 Cc2
B2 ‘ C3
B3 ‘ C4
B3 1 C5

|
pontok
id-point x ¥

Pl 452 | 1000
P2 365 875
P3 386 985
P4 296 825
Ps 589 189

55

3.12. abra. Pontok, kontiirok, poligonok és orszdgok nevii relaciés adattabldk [31]

nek ellenére mégis reldciés modell néven nevezziik.

Példaképpen adjunk meg egy SQL parancsot, amely a tablakbol kivalaszthatja

Franciaorszdg konturjait:

SELECT poligonok.id-contour
FROM orszagok, poligonok, konturok, pontok WHERE name=‘France’
AND orszagok.id-boundary=poligonok.id-boundary
AND poligonok.id-contour=konturok.id-contour

AND konturok.id-point=pontok.id-point

ORDER BY poligonok.id-contour, point-num;

3.4. Topologikus modell

A topolégikus tarolds elemei — az eddiekhez hasonléan — poligonok, vonalak és
pontok. A kérdés az, hogy hogyan taroljuk ezeket az objektumokat gy, hogy a
szomszédsdgi viszonyok eleve bele legyenek épitve az adatszerkezetbe. A reldcids
modellben a helyes topoldgiardl magunknak kell gondoskodnunk, az magatél nem
teljesiil (természetesen szoftveres megoldédsok lehetnek, amelyek arra kényszeritik

a felhasznal6t, hogy ne vétsen topdldgiai hibat).

A topoldgikus adatszerkezetnek a kovetkezSkre kell képesnek lennie:

e tdrolja a geometriai elemek topoldgiai viszonyait
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e ne engedjen meg hibas eseteket, azaz a poligonok kozt ne legyenek rések
(hacsak nem olyan természetliek, mint példdul véroshatirok), azok ne
metsszék egymast, stb.

e olyan eseteket is taroljon, amikor egy poligonban egy madsik poligon benne
van, ugyanis ilyen esetek a térképeken el6fordulnak

e tirolja a geometriai entitdsok attribitumait: egy poligon milyen szind, egy
vonal szaggatott-e, stb.

e a tdrolt topolégidval kapcsolatos kérdésekre konnyen vélaszoljon: egy pont
hol van, egy polyline mit metsz, egy poligon mivel szomszédos, milyen
masik poligonokat tartalmaz, stb.

Mivel a geometriai objektumok tipusa pont, vonallanc és poligon lehet, ezek
mind kiilon térképi rétegek leirdsara hasznalhaték. Amint lattuk, pontok esetében
elegendd azok azonositéit €s helyét (koordindtdit) tarolnunk. A pontok nemcsak
Osszetettebb geometriai objektumok elemei lehetnek, hanem 6néllé pontszer( en-
titdsai egy informdciés rendszernek. Ilyen esetekben a pontok grafikai megjelenése
tematikus tartalmat is hordozhat. A grafikus megjelenés legtobbszor valamilyen
egyezményes grafikus jellel torténik, amelyet valamely jelkészletbdl, abrazolasi
konvencié gytjteménybdl valasztunk ki (jelkulcs).

A vonalldncokat (polylineok) célszer(i grafokkal leirni, ahol a vertexek a vo-
naldncokat alkoté pontok, az élek pedig egy-egy node Osszekotottségét repre-
zentaljak. Ezekhez is rendelhet6k a megjelenitésre vonatkozé grafikus stilusok
(vastag vonal, szaggatott vonal, tobb parhuzamos vonalbdl 4ll6 egység), de ezek
nem érintik a vonalldncokat alkoté nodeok elhelyezkedését.

A poligon réteget egy specidlis Osszetett grafstruktirdval dbrdzoljuk, amelyet
sikgrafnak neveznek. A sikgraf haromféle elemtipusbdl 4ll: teriilet, él és eldgazasi
pont. A teriilet reprezentdlja a poligonok teriileteit, az élek pedig a teriileteket
elvélaszt6 polylineokat, az elagazasi pontok pedig a polylineok taldlkozdsi pontjai
lesznek (hasonléan a 3.12. dbran lathaté tdblakhoz). A grafelmélet alapfogalmait
az A. Fiiggelék ismerteti (129. oldal).

3.4.1. Sikgrafok

A sikbeli struktdrat valéjaban két grafban téroljuk. Az egyik graf csicsai az
eldgazasi pontok, ezek kozott a pontok kozott élek pedig ott lesznek, ahol ezen
a pontok kozétt polylineok vannak. Ezekben az élekben tiroljuk azt is, hogy t6le
jobbra és balra milyen teriiletek vannak. Nevezziik ezt a grafot sikgrafnak (3.13.
abra).

A mésik graf a sikgraf duélisa, ebben a csuicsok a teriiletek, az élek pedig azt
jelentik, hogy egy teriiletnek egy masik a szomszédja. A teriilethez taroljuk el az
6t hatdrol6 polylineokat is, egyszéval azt a valédi poligont, amit az reprezentél.
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3.13. dbra. Példa egy sikgrafra. Az dbra bal oldalan a poligonok, az dbra jobb
oldalén a teriiletek dltal meghatdrozott sikgraf lathato [11]

v e

sz 2

3.14. dbra. A 3.13. 4bran 1évd sikgraf dudlis gréafja, és a dudlis graf a befoglal6
teriiletekkel kiegészitve [11]

A dudlis graf szerepe, hogy a sikgréffal egyiitt mar leirja a poligonok kozti to-
poldgiai viszonyokat, és azok geometridjat is. Szomszédsagra, elérhetdségre vo-
natkoz6 kérdésekre igy mar konnyen vdlaszolhatunk (ezzel a struktirdval azonban
még nem tudunk egymasba dgyazott teriileteket tarolni).

Definidljunk ezért a val6s teriileteken kiviil egy tj tipust, a befoglalé teriilete-
ket. Ezek a val6sagban kiilon poligonként nem megjelend teriiletek. Legkonnyebb
ugy gondolni rajuk, hogy egy befoglalé teriilet tulajdonképpen egy olyan poligon-
halmaz konttrja, amelynek minden elemét el tudjuk érni az 6ket leird sikgraf dudlis
grafjaban (3.14. 4bra). A legkiilsé befoglalé teriilet tulajdonképp a poligonst-
ruktira kontdrja, vagyis legfelsd szinten az egész kép, a tobbi szinten pedig egy
teljes lyuk egy valddi poligonon beliil.

3.4.2. Befoglalasifa

A valés és befoglal6 teriileteket hierarchidba rendezhetjiik, és faval dbrazolhatjuk.
A fa gyokerében a kép konturjat jelols befoglald teriilet lesz lesz, a gyerekei azok a
poligonok, amelyek a dudlis grafban elérhetSek beléle. igy minden valés teriiletet
hozzarendeltiik az 6t kozvetleniil tartalmazé befoglalé teriilethez, masrészrél az
egész képet tartalmazé befogd teriileten kiviil minden befoglal6 teriilet egy valds
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3.15. dbra. A valds és a befoglal6 teriiletek kontidros jeloléssel. A valds teriiletek
betlivel, a befoglalék szammal cimkézve, illetve a struktirdjdhoz tartozé befog-
lalasi fa [11]

teriilet al4 tartozik (3.15. 4bra).

A befoglaldsi fdban a gyokérben az egész teriiletstruktdra kontirja lesz. A
paros szinteken befoglal, a paratlanokon valés teriiletek vannak. Egy befoglalé
teriilet gyerekei azok a valds teriiletek, amelyek bel6le a dudlis graf bejardsdval
elérhet6k. A befoglaldsi fat nem egy teljesen kiilon adatszerkezetben taroljuk,
hanem a dudlis grifot egészitjiik ki dgy, hogy az lefrja a tartalmazdsokat is. Ha
egy poligonon beliil van egy bedgyazott poligonrendszer, akkor ennek kontirja
lesz a befoglalé teriilete. A befoglald teriiletek is megjelennek a duélis grafban,
mégpedig tgy, hogy egy befoglalé teriiletnek szomszédja lesz az 6sszes olyan po-
ligon, amely az adott poligonrendszer szélén van. A teriiletekhez téroljuk azt is,
hogy befoglal6 vagy valds teriiletet irnak-e le.

Ha valés teriiletet irnak le, akkor tartalmazza a hatarold irdnyitott éleket ne-
gativ koriiljarési irdny szerint, és a bedgyazott befoglalé teriiletek listdjat. Ha az
adott teriilet befoglalé teriilet, akkor tartalmazza a hatarold iranyitott éleket po-
zitiv koriiljarasi irdny szerint, és a bedgyazott valos teriiletek listdjat. A sikgrafban
a szélen 1évo éleknek eddig csak az egyik oldaldn voltak teriiletek, mostantdl a
masik szomszédjat is bedllitjuk, mégpedig a befoglalé teriiletre. Igy a sikgraf és
duélis graf élei meg fognak egyezni abban az értelemben, hogy a sikgraf éleinek a
dudlis graf egy masik szerepét adja meg, azaz, hogy az €l altal reprezentalt polyline
két teriiletet valaszt el.

Mivel az élek megegyeznek a sikgrafban és dudlis grafjaban, ezért azokat
nem is tdroljuk kétszer. A dudlis grafba azzal tesziink be egy élt, hogy a bal és
jobbolaldra es6 teriileteket bedllitjuk. Ez azért j6, mert konny(i a haszndlat sordn
egyikr6l mdsikra 4ttérni, valamint egy vonalldnc véltozds egyszerre jelenik meg
mindeniitt, igy ilyen valtoztatassal nem képzelhetSek el topoldgiailag érvénytelen
allapotok. Ezért mondjuk azt, hogy a dudlis graf reprezentacio topoldgikus adat-
modellt eredményez.

A sikgraf élei iranyitatlanok, de egy élben a polylinet mindkét irdnyitds szerint
eltaroljuk, hogy az épités sordn tudunk hivatkozni mindkét irdnyitdsra. A repre-
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zentaciéban a pontokhoz taroljuk a pont koordinatajat, s a kimend irdnyitott éleket
pozitiv koriiljaras szerint. Az élek irdnyitatlan éleket irnak le, de hozzarendeliink
egy tetszbleges irdnyitast, ami szerint leirjuk a kezdd- és végpont azonositéjat, va-
lamint a bal és jobb teriilet azonositdjat. Ha nincs jobb vagy bal teriilet, akkor a
befoglald teriilet azonositdjat hasznéljuk. Ezenkiviil taroljuk az élhez tartoz6 poly-
linet is.

Az eddig leirt adatszerkezet elénye, hogy tdmogat minden szdmunkra fon-
tos miiveletet, megdrzi a topoldgiai helyességet. A kovetkezSkben éttekintjiik az
eldallitds modjat.

3.4.3. Sikgraf és dualis graf eloallitasa

A sikgraf el6allitdsdnak a bemenete egy helyes polyline halmaz, amelyek a poligo-
nok topoldgidjat meghatdrozzak.

o kigytijtjiik a vonalldncok végpontjait, ezekbdl 1étrehozzuk a graf pontjait és
taroljuk, hogy a sikon melyik pontot jeldlik.

e az Osszes vonalldncot egy éllel reprezentdljuk

o az él két végpontjahoz létrehozott pontok éllistiiba beszurjuk az élt, figyelve
arra, hogy az élek sorrendjének rendezettsége megmaradjon

72 7z

A sikgraf eléallitdsa utdn a dudlis graf elbéllitasa kovetkezik. Ehhez elészor
az élek feldolgozaséval elddllitjuk a teriileteket. Ehhez dolgozzuk fel az éleket
valamilyen eq,e; ... e sorrendben. Az i-edik 1épésben a kovetkezdket tessziik
(3.16. abra):

1. nézziik meg, hogy az e¢; mindkét oldaldn van-e mar teriilet
2. haigen, akkor menjiink tovabb
3. ha nem, akkor:

(a) hozzunk létre egy 4j T teriiletet az e¢; megfelel6 oldaldra

(b) jarjuk korbe a teriiletet igy, hogy az e; a koriiljards elsé éle olyan
irdnyitas szerint, hogy T az e; bal oldaldra esik

(c) a pontokban mindig azon az élen menjiink tovdbb, ami a koriiljarasi
irdny szerint rendezett éllistdban azutdn kdvetkezik, amin bejottiink

(d) abejart élek mindegyikének bal oldalara allitsuk be a T teriiletet

(e) a T-hez taroljuk az igy kapott korbejaras szerint azt a polylinet, ami
hatdrolja. Tulajdonképp ez lesz a poligon, amit a 7" jeldl
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3.16. dbra. A kiindul6 polyline halmaz; els6 1€pés irdnya; a sikgraf 1étrehozdsanak
1épései; a végsd sikgraf és a dudlis graf teriiletei; Dudlis graf csicsai és élei (sotétek
a valds teriileteket jelols csticsok, vildgosak a befoglaldk) [11]

A teriiletek felépitésének algoritmusanak eredményeképp nem csak a teriile-
tek és az azok kozti szomszédsagok alakultak ki, hanem a poligonok is, amelyek
a teriiletet hataroljak. A koriiljarasi iranybdl kideriil, hogy valds, vagy befog-
lalé teriiletr6l van szé. Ha ennek a poligonnak a cstcsai helyes koriiljards szerint
tarolédnak a hatarolé poligonban, akkor a teriilet valds teriilet, kiilonben hatarol6.
Ezt a poligon elGjeles teriiletének kiszdmitdsdval tudjuk ellen6rizni. Ha az dsszes
befoglal6 teriiletet megkaptuk, akkor nincs mas dolgunk, mint a befoglalasi fat
megkonstrudlni. Ezt a kdvetkezSképp tehetjiik:

1. rendezziik a befoglal¢ teriileteket teriiletiik szerint csokkend sorrendbe

2. az elsé befoglal¢ teriilet, azaz a teljes kép, kivételével megkeressiik a fadban
azt, hogy egy befoglalé teriilet melyik valés teriiletbe tartozik, ezek listajat
tegyiik bele a dudlis grafban a teriiletet reprezentald csicsba

»

az aktudlis befoglalé teriiletbdl dudl graf bejarassal elérhetd teriileteket ren-
deljiik hozz4 a befoglalé teriilethez, ezek listdjat tegyiik bele a dudlis grafban
a befoglalési teriiletet reprezentald csicsba

A rendezés miatt nem fordulhat el6 olyan, hogy egy befoglal6 teriilet tartalmaz
egy megel6z6 befoglald teriiletet, igy nem tudjuk elrontani az egymasba agyazast.
Ennek az adatszerkezetnek sok elény0s tulajdonsiga van:

e Mivel semelyik élt nem taroljuk kétszer, ezért a topoldgiat nem tudjuk
elrontani egy vonalldnc egyszerli megvéltoztatdsdval, ha dtmetsziink vele
egy masik vonallancot. Ha azonban erre figyeliink, akkor ezen tdl egy €l
véltoztatdsa mindkét poligonra vonatkozik, melyet elvalaszt.



3.5. TERBELI INDEXELES 61

3.17. dbra. Példa a sikgraf megvéltoztatdsira: a kozépso6 poligon besziirdsa a grafba
Uj csticsok és élek 1étrehozasaval és torlésével jar, érdemesebb az elejétdl felépiteni,
mint az eredeti struktdrat valtoztatni [11]

o Az adatszerkezetben konnyd lekérdezni egy poligon szomszédait, hiszen ah-
hoz csak a dudlis grafban kell a poligont reprezentdlé teriilet szomszédait
lekérdezni.

e Témogatja az akarhany szinten bedgyazott teriileteket, és a tartalmazast is
konnyt vizsgalni a kiegészitd befoglalasi fa vizsgalataval.

3.4.4. Sikgraf megvaltoztatasa

A felépitett adatszerkezettel kapcsolatosan meg kell vizsgdlni, hogy a
véltoztatdsokat mennyire nehéz elvégezni benne. Eleket torolni konnyd feladat,
ilyenkor azt kell megtenni, hogy megnézziik, milyen teriileteket hatdrolt el az éI.
Ha valos teriileteket, akkor azokat 6ssze kell vonni egy kozos teriiletté. Ha valds és
befoglal¢ teriiletet, akkor a valds teriiletet a befoglal6 teriilethez csatoljuk abban az
értelemben, hogy a szomszédai innentdl azokon az éleken keresztiil, amikkel eddig
hozza csatlakoztak, most a befoglal6 teriilethez fognak. Miutdn ezt megtettiik, még
meg kell néziink, hogy van-e olyan cstcs, amely csak két él taldlkozasi pontjdban
van. Ha igen, akkor ezeket kitoroljiik, és a két élt, ami a szomszédsagi listdjdban
van, 6sszevonjuk.

A sikgrafok hatranya, hogy a felépitett struktiraba dj csticsok beszirdsa esetén
a dudlis grafban tobbszoros élek lesznek, ezért a csticsok beszirasat dnmagaban
nem szabad megengedni, csak akkor, ha azt élek beszirdsa is koveti, és Uj teriile-
tek jonnek létre. Még nagyobb koriiltekintést igényel 4j poligonok besztirdsa
teriiletek kozé a lokdlis topoldgia megvéltoztatdsdval, mert ez szinte az egész graf
Ujraépitését koveteli (3.17. dbra).

3.5. Teérbeli indexelés

A digitélis térképek — Ugy a raszteres, mint a vektoros adatmodellt kdvetdk —
altaldban nagy er6forrds igénytliek. Megjelenitéskor megfeleltetést hozunk Iétre
az adatbdzis tartalma és a megjelenitd eszkoz kozott.
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viewport

3.18. dbra. A viewport és az adatbdzis térbeli kiterjedésének viszonya [8]

2l

3.19. dbra. Konvex és konkav poligonok centroidjai [8, 39]

A 3.18. 4bran a sziirke teriilet az adatbdzisunk teljes sikbeli kiterjedését mu-
tatja, mig a fehér teriilet az u.n. viewport, amely a megjeleniteni kivant teriiletet
jelzi. A megjelenités legegyszerlibb médja lenne beolvasni az egész adatrendszert
a memoridba, és onnan végezni a kirajzolést. Ez az eljarés tobb szempontbdl sem
kovetends. Egyrészt minek beolvasni olyan teriiletek adatait, amik kiviil esnek
a viewporton, mésrészt a memoria mérete sem korlétlan, és célszer csak a l4tni
kivant teriilet adatait betolteni. Komplikélja a helyzetet, hogy a hattértar (diszk),
amirl a memoridba vald betdltést végezziik, 1ényegesen lassiibb miikdodésl, mint
a memoria, ezért célszerli az objektumokat lapokra (pages) osztva csoportositani,
és laponként beolvasni. Egy input/output miivelet egy page beolvasasat (irdsat) je-
lenti. Mésfel8l viszont a héttértarbol vald olvasdsok szamét a viewport méretével
Osszefiiggben kell megallapitanunk. E két ellentétes szempontnak valé megfelelés
a térképi adatok indexelése révén lehetséges. Igy le tudjuk csokkenteni az objektu-
mok térbeli elhelyezkedését célz6 keresések szamat.

A viewportba esd objektumok gyors megjelenitéséhez tehat ki kell tud-
nunk zirni a keresésbdl a viewporton kiviili teriileteket. Sajnos a hagyomdnyos
adatbazis-kezel6kben megszokott indexelési technikak, mint pl. a B-tree a térbeli
indexelésre nem alkalmasak Ennek a problémédnak a megolddséra valdk a térbeli
indexelés algoritmusai. Még miel6tt ratérnénk néhany térbeli indexelési algoritmus
ismertetésére, ismerkedjiink meg a centroid és a befoglal6 négyszog fogalmaval.
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3.20. dbra. A befoglald négyszog [39]

A centroid egy olyan helyettesit6 objektum, egy pont, amely a poligon bel-
sejében van, és alkalmas a poligon térbeli elhelyezkedésének reprezentalasara.
Konvex poligonok esetében a centroid kézenfekv definicidja a poligon silypontja,
mig konkav esetben egy a silyvonalon 1év6 belsé pont (3.19. dbra). A befoglald
négyszog az a legkisebb teriiletli négyszog, amely teljes egészében tartalmazza a
kérdéses poligont (3.20. 4bra).

Mindkét fogalom a poligonok, polylineok (vonalldncok) helyettesitésére valo.
Azért hasznéljuk Sket, mert a térbeli indexeléskor ezen egyszer(i objektumokkal
reprezentaljuk az idénként rendkiviili 6sszetettségii poligon és polyline objektu-
mokat.

A térbeli adatok indexelési médszerei vagy a térbeli objektumokat, vagy pe-
dig a vizsgdlt térrészt osztjdk fel particidkra. A kovetkezdkben bemutatandd
moédszerek (Grid index, Quad-tree) a mdasodik kategéridba sorolhatdk, tehat a
tér valamely felosztdsaval probéljdk gyorsitani az objektumok elérését, mig az
utolsoként bemutatando eljaras, az R-tree, egy adat vezérelt szerkezet.

3.5.1. Grid index

Osszuk fel a sikbeli objektumainkat tartalmazé sikot szabdlyos négyzethdlora,
ahogy a 3.21. 4bran lathatd.

Az objektumok gyors megkeresésének elsé miivelete az dgynevezett elsd
szlirés, amikor — kihasznélva, hogy a koordinatakra tett feltételekbdl gyorsan meg-
hatdrozhatdk a széba johetd gridek, valamint hogy a grid index a grid azonositéja
szerint rendezett s gyorsan kereshetd — jelolteket allitunk a lekérdezés feltételeit
kielégit objektumok halmazira. Az index objektumazonositéi segitségével be-
olvassuk ezt a jelolthalmazt, ami a teljes adatbazisnal varhatéan joval kevesebb
objektumot tartalmaz. A madsodik sz{irés dolgozza fel az igy megtalélt objektum
részletes geometridjat (pl. poligonok esetén a vertex koordindtdk beolvasasa és
megjelenitése itt torténik).

Amint a 3.21. dbran megfigyelhetd, nem mindig van 6sszhangban a grid mérete
az objektum méretével. Ha til nagy a grid, akkor til sok objektum esik egy adott
celldba, ami szélsdséges esetben nem gyorsit a keresésen. Ha tdl kicsi a grid, akkor
a nagyobb objektumok til sok gridet fednek le, ami szintén nem el6nyds. Az
eljaras valamelyest javithat6 tobb, eltérd racsalland6jd grid-szint bevezetésével.
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21 |

31

34 o4

3.21. dbra. Kiilonb6zé méretd objektumok egy adott racsillandéju négyzethalon
(8, 17]

GridID | ObjectID . ObjectID | Attributumok
7 D ... A Attributum1
21 B ... B Attributum?2
34 C ... C Attributum3
34 A e D Attributum4

3.22. abra. Az indexelt tabla és kapcsolata az eredeti tablaval

A grid index egyszert és hatékony mddja a térbeli indexelésnek. Szamos keres-
kedelmi szoftver alkalmazza is, annak ellenére, hogy hidnyossigai nyilvanvaldak,
kiilondsen olyan esetekben, amikor az objektumok térbeli eloszlasa nem egyenle-
tes. Az volna ugyanis a kivdnatos, hogy lehet6leg minden celldba azonos szdmu
objektum essen, ami az dlland6 racsméret miatt gyakorlatilag nem lehetséges. In-
homogén térbeli adateloszlds esetén a misodik szlirési fazis hatékonysdga erdsen
lecsokkenhet, ezért jobb tulajdonsdgu indexelési algoritmusok sziikségesek. Ho-
mogén térbeli adateloszlds esetén, mint amilyenek a raszteres adatszerkezetek,
hatékony eszkoz lehet a grid index is, bar a soron kovetkezd eljards, a quadtree,
sokkal hatékonyabb és elterjedtebb.

3.5.2. Négy-fa (Quadtree)

A négy-fa egy hierarchikus adatszerkezet, amely az oszd-meg-és-uralkodj elvhez
hasonl6 rekurziv dekompozicié elvén alapszik. A sokféle négy-fa véltozatbdl mi
most az dgynevezett pont-tartomdny négy-fat (point-region, vagy PR-quadtree)
vazoljuk fel. Az indexelés alapja az adott siktartomany rekurziv felosztasa négy
siknegyedre (3.23. dbra), amelyre az angol elnevezése is utal: space-driven struc-
ture.

Az indexeléshez haszndlt struktdira egy olyan fa szerkezetként dbrizolhatd,
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3.23. dbra. Egy pont és a quadtree térfelosztds [8, 31, 39]

(0, 100) (100, 100)
« (6, 90)
i
(6,90) (88, 56)
(88, 56)
[
« (54, 46) (85, 28) (14, 4)
(65} 36)[® [ ¢|(72, 34)
(85.28) | (54,46)
(14,4)
(0,0) (100, 0) (65, 36) (72, 34)

3.24. dbra. A rekurziv térfelosztas és a felosztds szintjeit dbrazold fa vonalak
esetében [17, 31, 39]

melynek minden belsd csicsa egy-egy sik tartoményt reprezentdl, leveleiben pedig
az objektumok helyezkednek el. A fa gyokere megfelel a kezdeti tartomdnynak.
Minden belsé cstics tartalmazza sajédt felosztdsdnak ko6zéppontjét, valamint négy
mutatét a felosztds utan keletkez6 négy Uj tartomanynak megfeleld csticsokra (eze-
ket az égtajak angol roviditéseinek megfeleléen NW, NE, SE és SW jeloljiik). Ha
egy cstcs levél, akkor a cstics egy ezt jelzd mezGjét igazra allitjuk. A levelek
vagy liresek — ezt egy kiilon mez&ben feljegyezziik —, vagy pedig egy objektumot
tartalmaznak, koordinatdival és egyéb attributumaival. A levelek NW, NE, SE és
SW mezdi definidlatlanok. Megjegyzendd, hogy a belsd cstcsok felosztdst repre-
zentdl6 pontjat csicsonként tarolni nem feltétlentil sziikséges. Mivel a felosztés
mindig egyértelm, ezért a fa miiveleteinek megfelelé implementécidjaval a fel-
osztdsra vonatkozé informécidk taroldsa a csomopontokban elkeriilhets. A 3.24
dbra egy hét objektumot tartalmazé négy-fat szemléltet, feltiintetve az objektumok
koordinatait.

A fa felépitése az objektumok egyenkénti beszurasat jelenti. A fa gyokerétol
indulva egészen addig haladunk lefelé, amig levélbe nem érkeziink. A bejiras
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soran a beszirandé pont koordinétdi alapjan valasztjuk ki az adott csomépont meg-
felels gyermekét. Ha levélbe érkeztiink és az lires, beszirjuk az dj pontot. Ha a
levél mar tartalmaz egy objektumot, akkor az aktudlis tartoményt djra és djra fel
kell osztanunk, egészen addig, amig a régi és az 4j cstics mér nem esik azonos tar-
tomdanyba. Ez a felosztés sok tj altartomdny 1étrehozésat is jelentheti, ha a régi és
az Uj pontok tavolsdga kicsi. A felosztdsokat megsziintethetjiik pontok torlésekor.
Ha egy pont torlésével az adott particié mér csak egy pontot tartalmaz, akkor az
alparticidi 6sszevonhatok.

A fa mérete, és alakja fontos a keresés, beszirds és torlés miiveletek
hatékonysdganak szempontjab6l. A pont-tartomany négy-fa szerkezete a fix
térfelosztds miatt fliggetlen a beszirdsok sorrendjétdl, alakja és mérete viszont
fligg a beszirt objektumoktdl. A fa miiveleteinek futisideje alapvetSen a fa
mélységétdl fiigg. A fa minimalis mélysége M objektum esetén [log,(M — 1)],
ekkor minden objektum azonos szinten helyezkedik el, a fa kiegyenstilyozott. A
fa azonban 4ltaldban nem rendelkezik ezzel az el6nyds tulajdonsdggal, sot felsd
korlatot sem tudunk adni a mélységére — az fiigg ugyanis az objektumok paronkénti
tdvolsagétdl. Ahhoz ugyanis, hogy a fidba beszuirjunk két pontot, mindenképpen
fel kell épiteniink a fat legaldbb olyan mélységben, hogy a két pont kozé es-
sen egy tartomany-hatar. Minél kisebb viszont a pontok tavolsdga, varhatéan ez
anndl kés6bb (anndl mélyebb fat felépitve) kovetkezik be. Ha feltessziik, hogy az
objektum-halmazunkban két pont tdvolsidga legalabb d valamint a tartomanyunk
kiterjedése kezdetben r, akkor a fa mélységére adhat6 egy [log,( V2(r/d))] korlat.
Legrosszabb esetben ugyanis egy d hosszu szakasz valamely koordinéta-tengelyre
esO vetiilete d/ V2 hosszii, amibdl maximum r/(d/ \5) darab illeszthetd egy r
hosszi szakaszra.

Indexeléshez célszerd lehet egy olyan négy-fa valtozat hasznélata, ahol a tar-
tomanyok felosztdsdnak feltételét a lap mérethez igazitjuk, azaz csak akkor osztjuk
tovdbb az adott sikrészt, ha a sikrészbe es6 pontok tdroldsdhoz sziikséges lemez-
teriilet tilcsordul a lap méretén. A fa ezen véltozatdban a levelek nem egy-egy
objektumot, hanem objektumok halmazat tartalmazzak, melyeket azonos lapon
tarolunk.

Poligonok esetére a helyzet nem olyan egyszer(i, mint pontokra. A poligon
egy komplex objektum, amelyet szdmos pont alkot. A poligonok indexeléséhez
felhasznélhatjuk a centroid vagy a befoglalé négyszog fogalmat. Mindkét helyet-
tesitd objektum alkalmas arra, hogy valamely térnegyedbe torténd besoroldshoz
megfelelen reprezentdlja a poligont. A centroid egy és csak egy térnegyedbe vald
besoroldst enged meg, mig a befoglalé négyszog alkalmazdsaval egy-egy objektum
tobb térnegyedbe is eshet, amint az a 3.25. dbran lathato.

Az eddigi példdkban vektoros modellt kovetd adatokra vizsgdltuk a négy-fa
algoritmust. Raszteres adatmodellre is j6l alkalmazhat6, mivel az adatok térbeli
eloszlasa teljes mértékben egyenletes, tekintettel a raszteres modell természetére.
Raszteres adatmodell esetében célszerii lehet az Ggynevezett tartomédny négy-fak
hasznalata. Ezek felépitése hasonld, mint a pont-tartomany négy-faké, csak a le-
velek az adott altartomény egészére vonatkozé informdcidkat tarolnak. Ez a fa jél
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3.25. dbra. A négy-fa és a poligonok befoglal6 négyszogei [8, 31, 39]

haszndlhat6 példaul képek tomoritésére: végezziik a felosztast addig, amig az altar-
tomdny homogén teriiletet nem reprezentél, ekkor a tartomany intenzitasat taroljuk
a levelekben.

3.5.3. R-fa (R-tree)

Az eddig bemutatott eljardsok a teret osztottdk fel particikra, fiiggetleniil az ada-
tok térbeli eloszlasatdl. Az effajta felosztdsok hatranyai olyankor mutatkoznak
meg, amikor az adatok térbeli eloszldsa nagyon egyenetlen, mint példdul egyes
vektoros adatrendszerek esetében. Az R-fa adatvezérelt fa szerkezet (data-driven
structure). Tobbféle algoritmus is 1étezik, itt azonban csak az alapvéltozatot is-
mertetjiik. Az R-fa hierarchikusan egymdsba dgyazott, esetleg egymast atfedd be-
foglalé négyszogek rendszere. A fa nodejai megfelelnek egy disk page-nek (a
diskr6l egyszerre beolvasand6 adathalmaz). A fa nodejaiban vagy levelek, vagy
tovabbi nodeok helyezkednek el. Az olyan nodeokat, amelyek nem levelek, di-
rectory nodenak nevezziik (az elnevezés is utal arra tényre, hogy ezek a befoglald
négyszogek tovabbi nodeokat vagy leveleket tartalmaznak). Egy levél tartalmaz
egy befoglalé négyszoget a koordinatdival (nemcsak 2D-s négyszogek lehetnek),
és azonositdjaval. A nem levél tipusi nodeokban tovabbi nodeok vannak. A fa
gyokere (root) R, kiinduldskor legalabb két felosztast tartalmaz.

Egy egyszerl esetet mutat a 3.26. dbra. Az a, b, ¢, d nodeok altal szimbolizalt
befoglald négyszogek tovdbbi nodeokat tartalmaznak, amelyek vagy tovdbbi no-
deokat vagy mér leveleket tartalmaznak.

A legegyszertibb keresés egy pont keresése (3.27. dbra), amely két 1épésben
valésul meg. El6szér a megkeressiik a root Osszes olyan directory befog-
lal6 négyszogét, amely tartalmazza a kérdéses pontot (ne felejtsiik el, hogy
a négyszogek atfeddk lehetnek). Ezutdn sorra vessziik a megtaldlt directory
négyszogeket, és megvizsgaljuk, hogy melyik levélbe (vagy tovabbi directory be-
foglal6é négyszogbe) esik a pont. A pont keresésbdl felépithetdk a vonal és poligon
keresések is.
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3.26. abra. Egy R-fa [31]. Az a, b, c,d befoglaldk tartalmaznak szdmos tovabbi
befoglalé négyszoget, amelyek vagy mér levelek, vagy tovabbi nodeok, amelyek
vagy tovabbi nodeokat vagy leveleket tartalmaznak
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3.27. dbra. Pont keresés az R-fidban [31]. Amint l4that6 a P pont a ¢ és d jeld
directory befoglalé négyszdgben is benne van, viszont a-ban és b-ben nincs, ezért
csak c-ben és d-ben folytatjuk a keresést. Folytatva az eljarast azt kapjuk, a P pont
a 8 és a 12 jeld levél 4ltal szimbolizdlt négyszogben van



4. fejezet

A raszteres adatmodell

A raszteres adatmodell a geoinformatika masik nagy adamodellje. A vektoros
és a raszteres modellek adatszerkezetében, a felszin leképezésének maddjdban,
alapvetd a kiilonbség. A leképezett felszin részletgazdagsaga is jelentdsen eltér.
Az adatfeldolgozds eszkozei is teljesen kiilonbozéek. Mig a vektoros adatmo-
dellben a relaciés adatbaziskezeldk fogalomrendszerét hasznaljuk, addig a rasz-
teres adamodellben a képfeldolgozds kiilonbdzé moddszereit haszndljuk. Ezek
nagymértékben tdmaszkodnak olyan matematikai mddszerekre, mint példaul a
Fourier-transzformdcié (lasd a Fiiggeléket), vagy a tobbvaltozds matematikai sta-
tisztika olyan eszkozei, mint a klaszter-analizis, fékomponens analizis.

4.1. Raszteres alapfogalmak

4.1.1. Az elektromagneses spektrum

El6szor is vessiink egy pillantdst a fényre, mint elektromigneses sugarzdsra
(4.1. abra). A raszteres GIS a fenti hullimhossz tartomanyokat hasznédlja. A
Napbdl a Fold felszinére esd, és onnan visszaverddd fény révén a képalkotd

B G R near IR middle InfraRed |far IR|

hullamhossz 2 pm
4.1. dbra. Az elektromégneses spektrum a szdmunkra érdekes hullimhossz tar-

tomdnyokban. RGB a lathat6 tartmanyokat jeloli, mig near IR a kozeli, middle
Infrared a k6z€psd, és far IR a tavoli infravords taratomanyt jeldli

69
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eszkozok leképezik a felszint, és digitdlis képet hoznak létre valamely adathor-
dozén. Vizsgaljuk meg, hogy hogyan jellemezhetiink egy digitalis képet.

Pixel, spektralis felbontas, hullamhossz

A digitalis kép legelemibb objektuma a pixel, azaz a legkisebb képpont, amit a
képalkot6 eszkdz még képes 1étrehozni. A képalkotd eszkdz nemesak miihold le-
het, hanem akér egy egyszer( szkenner, vagy egy digitalis fényképezdgép. A pixel
optikailag homogén, azaz szine, fényereje ugyanaz. A kép altal atfogott fold teriilet
alapjan a pixelnek valés méret is megfeleltethetd (ha tetszik méretarany).

A térbeli felbontds fogalma szorosan Osszefiigg a pixel és a teljes kép
méretével. Egy digitélis kép felbontdsa anndl nagyobb, minél tobb pixelbdl all
egy valos teriiletegység. Ha tehat a felszin egy kis teriiletét egy n X m (n a sorok, m
az oszlopok szdma) pixelbdl 4ll6 digitalis képpel képezziik le, akkor azt mondjuk,
hogy nagy felbontasu a kép, de ha ugyanez az nxm-es kép egy nagy feliiletet képez
le, akkor a felbontds kicsi, noha a kép bytokban kifejezett értéke ugyanaz.

Fontos tudnunk, amikor egy adott digitdlis képet szemléliink, hogy az eszkoz,
amely létrehozta (digitdlis kamera), az elektromdgneses spektrum mely tar-
tomdnydra érzékeny. Mint tudjuk, egy egyszerl fényképez6gép a lathato fény tar-
tomdanydaban érzékeli a spektrumot, mig mas eszkdzok az infravords tartomanyban
dolgoznak. A miiholdak vildgdban a spektrum kiilonb6z6 intervallumainak az
érzékelésére szamos eszkozt fejlesztettek ki. Egyesek csak a lathaté fény frek-
vencia tartomanyaban mérnek (pl. SPOT), mig masok, egészen széles frekvencia
tartomanyban dolgoznak (pl. LANDSAT TM), amely a hdrom l4thaté tartomdnyon
(RGB) kiviil még négy infravoros savban is érzékel. Azt mondjuk, hogy egy
eszkoz spektrélis felbontdsa anndl jobb, minél tobb frekvencia sdvban érzékel.

Vannak tovdbbd a rddié frekvencids tartomdnyban dolgozé eszkozok is, ame-
lyek RADAR elven miikodve képezik le a felszint. Lényeges kiilonbség a RADAR
és az el6bbi eszkozok kozott, hogy a RADAR eszk6zok maguk ,,vilagitjdk meg” a
leképezendd felszint, mig az el6bbiek a Napbdl érkezd, visszavert fényt mérik.

4.1.2. Szinmélység és atlatszosag

A szinek digitalis reprezentdcidja a szdmitdstechnika fejlédésével parhuzamosan
véltozott. Kezdetben 4, majd 8 biten 4brazoltdk a szineket. Ennek megfe-
lel6en a kapott szines kép tonusokban szegény, inkdbb csak szines dbrdk megje-
lenitésére volt alkalmas. Madra mar 24, s6t 36 bites szindbrdzoldssal dolgoznak a
szamitogépek, és ennek megfelelden a digitalis képek is sok millié szindrnyalatot
tartalmaznak. Az 4.1. tdblazatban 4ttekintjiik a biteket és az dbrazolhat6 szineket.

Az Urfotdk is ezeket a szindbrdzoldsi médokat hasznéljak, s6t az adatfeldol-
gozas soran gyakran atalakitjdk a képeket egyik modellb6l a masikba (pl. te-
matikus dbrdzoldsok). Fontos hangsilyozni, hogy az egy bites szinmélységben
abrazolt kép nem azonos a kdznyelvben fekete-fehérnek mondott képpel, ugyanis
ott 256 (8 bit) sziirkeségi fokozat abrazolja a leképezett targy fényerdsségi viszo-
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Bit/pixel | Szin Megjegyzés
1 2 Fekete-fehér
2 4

4 16 VGA

8 256

16 32768 High color
24 16 777 216 | True color
32 16 777 216

4.1. tdblazat. A szinek pixelenkénti numerikus dbrdzoldsa

nyait, mig az egybites modellben valéban csak két 4llapotd a kép minden egyes pi-
xele, fekete vagy fehér. Speciilis esetekben alkalmazzuk ezt a szinmodellt, példaul
éldetektilaskor, amikor a képen ott van null4tdl kiilonbozd érték, ahol egy él fut.
Lényegében barmilyen logikai (boolean) érték tiroldsa is megvaldsithatd vele (pl.
maszkok, célteriiletek, stb.)

Felmeriilhet a kérdés, hogy minek 32 biten abrazolni a képeket, amikor mar
24 bit is tobb szint tartalmaz, mint amit a szemiink érzékelni képes. Nos, a
negyedik bajt a kép atlatszésagat adja meg. Ez egy igen fontos paraméter. A
raszteres képek hézag és dtfedésmentesen fedik le a pixelek dltal meghatirozott
teriiletet, vagyis nem latszik, ami alattuk van. A negyedik bdjttal 256 4tlatsz6sagi
érték 4brazolhatd, amivel meglehetdsen finoman lehet szabdlyozni, hogy milyen
mértékben latszodjék a kép alatti hattér. Ennek nemcsak raszteres képek esetén
van jelentdsége, hanem a vektoros térinformatika fejlett szoftverei is kiterjedten
haszndljak a poligonkitdltés atlatszova tételére.

4.1.3. Szinmodellek
RGB szinmodell

Képzeljiink el egy harom dimenziés koordinata rendszert (4.2. dbra), ahol a hdrom
tengely a hdrom szinnek felel meg.

Az RGB szinmodell a szineket a voros (Red), a zold (Green) és a kék (Blue)
kompoziciéjaként allitjuk eld a kdvetkezd modon:

Color =a-Red +b - Green + c - Blue “4.1)

ahol a, b, ¢ egyiitthatok az egyes alapszinek részaranya az adott szinben. Al-
kalmazzuk erre az esetre a 24 bites szinmodellt. 22* féle szinarnyalatot tudunk
megjeleniteni, ami azt jelenti, hogy 28 voros, 28 zold és 28 kék 4rnyalat jelenithetd
meg, vagyis alapszinenként 256 fényer&sség érték adhatd meg.
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White(255,255,255)
Red ———— 0
A
Blue
el Green
Black(0,0,0)

4.2. abra. Az RGB szinkocka [8, 15]

White

Greyscale
(intensity)
Black

Hue = color (alpha)
Saturation = strength of color (radius)
Intensity = Brightness (position in greyscale line)

4.3. dbra. A HSI szinkip [8, 15]

HSI szinmodell

Az RGB szinmodelltdl alapvetéen eltér a HSI modell. Mig az RGB modell
derékszogti koordinatarendszerre épiil, addig a HSI poldrkoordindtdkra, amint a
4.3. 4bran lathato.

A HSI a hue (szindrnyalat), saturation (szinkitoltés), intensity (fényer&sség)
szavak kezd&betiiibdl ered. Az trfotok feldolgozasat végz6 szoftverek mindkét
modellt haszndljdk. Vannak még tovdbbi szinmodellek is (pl. CMYK), ame-
lyek féként a kiadvanyszerkesztés, nyomdatechnika teriiletén érdekesek, az tirfotok
elemzésében azonban nem lényegbe vagé a szerepiik.

4.1.4. Raszteres adatszerkezetek

A raszteres adatszerkezetek sokkal egyszer(ibbek, mint a vektorosok, mivel vala-
mennyi kozos tulajdonsdga, hogy egy tdblazat sorai és oszlopai tartalmazzdk az
egy egy pixel allapotat leir6 adatokat (intenzitds értékek, magassag adatok, stb.). A
4.4. abran nézziink meg egy egyszeriibb esetet, ahol példdul egy panchromatikus
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(sziirke arnyalatos, vagy gray scale) kép tablazatos megjelenését lathatjuk.

Ly | Iy |-+ | Iy
by | In |- | Dy
Iml Im2 tee Imn

sz

4.4, abra. I, az m-edik sor n-edig oszlopaban 1évé képpont intenzitas értékeit
mutataja (0 < I, < 255)

Sokféle raszteres fajl formatum létezik, de valamennyi a fenti tablazatos lo-
gikdra épiil, éppen ezért csak vazlatosan foglalkozunk konkrét fajl formatumok
bemutatdsdval. A 4.4. dbra tdblazata csak egy sematikus bemutatdsa a digitdlis
képek raszteres reprezentacidjanak, mivel valamennyi szoftvergyartd, aki tirfotok
feldolgozédsdval foglalkozik, sajat munkaformdtumdba konvertlva dolgozza fel a
képeket. Ezeket meg kell majd ismerni, amint konkrét szoftverekkel kivanunk
dolgozni. A 4.4. 4bra egyetlen intezitds savot dbrdzol, azonban ha van egy RGB
képiink, akkor természetesen harom ilyen tablazat (intenzitds matrix) irja le a képet.
S6t, ha 32 bites a képlink, akkor egy negyedik métrix tartalmazza az atlatszosig
értékeket.

Multispektrélis Grfoték esetében az RGB sdvokon kiviil még tovébbi, inf-
ravords savok is egy-egy intenzitds mdtrixszal lesznek reprezentilva. Ha a ma
egyre gyorsabban terjedd hiperpsektralis tavérzékelést is figyelembe vessziik, ak-
kor akér tobbszdz intenzitds matrix is kell egyetlen kép taroldsadhoz. Ennek az
adatmennyiségnek a kezelése mar nmagaban jelent6s probléma. Ha figyelembe
vessziik ezen tobbszdz sdvos képek értelmezésének kérdéseit is, akkor beldthatd,
hogy a hiperspektrilis tavérzékelés oridsi kutatasi teriilet.

Ismertebb raszteres adat formatumok

Szédmos raszteres adatformatum 1ézezik, tigy a hétkoznapi képfeldolgozdsban mint
a tavérzékelésben. Egyesek operacids rendszerhez kotottek (pl. bmp), masok
ettdl fiiggetlenek. Egyesek tomoritettek, veszteséges (jpg, egyes tif formatumok)
vagy veszteségmentes (tif,gif, png, jpg2000) algoritmusokkal késziiltek, masok
nem tomoritettek. Csak néhdny ismertebb formatumot ismertetiink, ezeket is csak
véazlatosan, mivel szdmos szakkonyv foglalkozik veliik.

Tiff. Altaldnos céld formdtum, a professziondlis képfeldolgozds kedvelt
képformatuma. Operaciés rendszerektdl, programoktdl fiiggetlen. Az dGrfotok
feldolgozédsdban is ismert, és gyakran haszndlt adatcsere formdtum, amely a di-
gitdlis kép pixelenkénti leirasan kiviil szamos képparamétert is tarol, szoveges és
szdmszer( adatokat. Tdmogatja sekélyebb szinmélységek kezelését éppligy, mint
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a professzionalis 24 vagy 32 bites szinmodelleket, egészen a nyomdai rendszerek-
ben kedvelt CMYK szinmodellig. Tomoritett — veszteséges és veszteségmentes
— valamint tomoritetlen véltozata egyarant 1étezik. Geotiff nevii véltozata a geore-
ferdlds kontroll pontjait is tartalmazza, igy a fajlt beolvasva valamely {rfot6 elemzé
rendszerbe, georeferdlt, vagyis koordindta rendszerben elhelyezett adatdlloményt
kapunk.

Jpg. Kiemelked8en hatékony tomoritd algoritmust hasznédlé formatum, amelyet
részletgazdag fényképek tomoritésére fejlesztettek ki. Mara a digitalis fénykép ke-
zelés kedvelt formatuma lett. A veszteség mértéke a felhasznal6 altal beallithatd.
Nagyobb mértékdi tomoritéshez nagyobb képminbség romlas tartozik. Csak
részletgazdag allomanyok, azaz fényképek tarolasara alkalmas. Vonalas abrakat
tartalmaz6 raszteres dllomanyok tomoritésére nem megfeleld, mert felting lehet a
veszteségbOl szarmaz6 mindség romlds. Létezik a georeferdlds kontroll pontjait is
tartalmaz6 véltozata. Ilyenkor ezek az adatok kiilon f4jlban kapnak helyet (jpw).
A jpg2000 veszteségmentes formatum, de széleskori elterjedése még nem tortént

meg.

Bil. Urfelvételek tdroldsdra kifejleszett raszteres f4jlformatum, amely alkalmas
a kép frekvenciasdvonkénti tdroldsdra, a kalibricids pontok, sarokpontok koor-
dinétdinak, a vetiileti rendszer paramétereinek tdroldsdra. Igen elterjedt formédtum,
valamennyi Urfelvétel elemzé és feldolgozo rendszer ismeri, s6t azok a vektoros
rendszerek is felismerik, amelyek fel vannak készitve raszteres dllomanyok fo-
gadéséra.

4.1.5. Intenzitas transzformaciok
A hisztogram kiegyenlités

Barmely digitalis kép kiilonbozd fényerejii pixelekbdl all. Elméletileg ezen
képpontok fényereje a feketétdl a fehérig terjed. Ez azonban a gyakorlatban soha
nincs igy. A digitalis leképezd moddszerek, és a kornyezeti koriilmények miatt a
digitélis képek intenzitdsanak dinamika tartomanya kisebb, mint a lehetséges.

Természetesen minden képnek van egy legvildgosabb és egy legsotétebb
pontja, de a legvildgosabb pont nem azonos az RGB szinkockan 14thaté elméleti
fehér ponttal, illetve a legsotétebb képpont az elméleti fekete ponttal. Ha egy ko-
ordindta rendszerben dbrdzoljuk a fényerdsséget és ezek el6forduldsdnak gyako-
risagat, akkor kapunk egy hisztogramot, amely a digitalis képfeldolgozads egyik
alapvet6 4brdja (4.5. dbra).

A hisztogram az egyes pixelek intenzitds értékeinek el6forduldsi
valoszintiségét adja meg (P), hiszen azt szdmoljuk ki, hogy az Osszes pont-

hoz képest egy adott intenzitds érték (7) hdnyszor fordul eld:
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§ eyakorisig 255_1 intenzitds A

intenzitas intenzitas B

0 -

1] 255 0 255

4.5. dbra. Az 4brabal oldaldn egy A nevii savjdnak histogramja, vagyis a pixelek in-
tenzitds értékeinek gyakorisdga lathat6. Az dbra jobb oldaldn az A és B nevii sdvok
intenzitasainak cross-plottja lathat6, amely a sdvok kozotti Osszefliggést mutatja
grafikus forméban [7]

_ Diey=ix:Y)
2(x,y)

A hisztogram alapjdn meghatdrozhaté a kép minimdlis (a) és maximdlis (b)
intezitdsu pixeleinek értéke. A hisztogram transzformdcié sordn valamely transz-
formdcios fiiggvény segitségével e két érték kozé transzformdajuk a kozbiilsé in-
tezitdsd pixeleket. Igy voltaképpen széthizzuk a kép hisztogramijét (4.6. ébra),
ezéltal megnoveljiik az egyes pixelek intenzitds értékei kozotti kiilonbséget, vagyis
a kontrasztot.

Nemcsak linedris intenzitas transzformaciok l1éteznek. Tetszbleges fiiggvényt
is alkalmazhatunk az intenzitdsok transzforméldsiara, mint ahogy a 4.7. 4bran
lathatd. Az i-edik képpont trranszformalt intenzitdsa megadhat6 a kovetkezd for-
muldval:

P;

T(l) — Imax - Imin

(i - IminBad) + Imin
ImaxBad - IminBad

ami egy képmatrixra alkalmazva, 24 bites RGB szinmodellt kdvetve a kovet-
kezé:

_f(xy) - min2
" max — min

g(x,y) 55,

ahol f(x,y) az eredeti képet jeloli az x,y helyen, min, max az eredeti kép mi-
nimalis és maximalis intenzitds értéke, g(x,y) a transzformalads utan kapott kép,
amely a 0 — 255 koz6tti intenzitds tartoményra terjed ki. Ezzel megnoveltiik a pi-
xelek kozti intenzitds kiilonbséget, ezaltal kontrasztosabba tettiilk a képet. Ez az
eljaras a hisztogram kiegyenlités.
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B ||||I|I=
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intenzitasok a transzformécic utdn

2535 transzformacios figgveny
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output

intenzitasok a transzformacio eldtt

o

4.6. dbra. A hisztogram kiegyenlités folyamata: az eredeti kép hisztogramja (bal
fels6 dbra rész), a transzformacié utani hisztogram (jobb fels6 dbra rész), valamint

7 z

a transzformadcids fiiggvény (alsé k6zEépsd abra rész) [7]

1

eldtt

4.7. abra. Tesz6leges T fiiggvénnyel adhatjuk meg az intenzitds transzformaciot
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4.8. abra. Az eredeti SPOT f(rfotd [8]

Tekintsiik meg az 4.8. abrat, amely egy fekete fehér képet — egy trfotét — mu-
tat. Készitsiik el a hisztogramot, amely a képen el6fordulé fényer&sségek siirliség-
fliggvényét mutatja egy 0-255-ig terjedd skalan. Amint lathatd, a kép legsotétebb
és legvildgosabb pontja nem 0 és nem 255 . Gyakran nem hisztogramot, hanem
eloszlas fliggvényt dbrazolunk (4.9. dbra jobb oldali része).

Alakitsuk 4t az eredeti képet gy, hogy a dinamika tartomdnyt megnoveljiik,
vagyis a kép legsotétebb pontja legyen 0, és a legvildgosabb 255. Ennek
eredményét mutatja a 4.10. dbra.

Képzeljiik el, hogy mi torténik egy szines képpel, ha ugyanezt az eljarast
alapszinenként végezziik el, vagyis kiilon-kiilon az RGB frekvencia savokra. A

i ————— T

B o =5 o] [ =5

4.9. dbra. Az trfelvétel hisztogramja és eloszlasfiiggvénye. Az dbrarél leolvashat6,
hogy a lehetséges dinamika tartomdny lényegesen keskenyebb, mivel a legsotétebb
pont valahol 60, mig a legvildgosabb 120 koriil van [8]
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4.10. abra. Az f(irfot6 hisztogram szerint atalakitott képe. A kontrasztndvekedés

”

mértéke felting, mivel a kép legvilagosabb része fehér lett, mig a legsotétebb fekete

(8]

4.11. dbra. A nyers LANDSAT kép [8]
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4.12. abra. A nyers LANDSAT kép és az RGB alapszinek szerinti felbontésa [8]

4.11. abran egy LANDSAT képet lathatunk. A 4.12. dbrdn a 4.11. 4bran lathaté
kép RGB 6sszetevoit szemlélhetjiik alapszinenként, amelyekbdl az tin. RGB kom-
pozicié szerint 4ll el6 a kép (lasd 4.1. formula).

Ha a hisztogram kiegyenlitést szinenként alkalmazzuk el6fordulhat, hogy a
képiink jellege, szineinek karaktere, egymdshoz viszonyitott ardnya megvaltozik,
megjelenése el fog térni a természetestdl. Ennek persze a jelent8sége az lirfotdk
esetében nem tudlzottan nagy, de normal fényképek esetén fontos lehet az eredeti
kép szinhliségének megdrzése. A 4.13 4bran a hisztogram-kiegyenlitett LAND-
SAT képet lathatjuk, mig a 4.14. dbrdn a szincsatorndnkénti kiegyenlitett képeket.

Az egyes alapszinek szerepét is felerSsitjiik azdltal, hogy intenzitdsukat 0 és
255 ko6zé transzformaljuk, igy a nyers kép természetes szinei mesterséges karaktert
nyerhetnek a beavatkozdsunknak koszonhetden, vagyis el6fordulhat, hogy meg-
bontjuk a kép szinegyensilyat. Ezzel csak arra szerettiik volna felhivni a figyelmet,
hogy a kép szineinek, szinosszetevéinek megvaltoztatasaval dvatosan kell banni.
Mindig tisztdban kell lenniink egy-egy bevatkozds kovetkezményével, mert péld4ul
az el6bbi esetben kontrasztosabba tettiik a képet, de szinegyensulyat megbontottuk.
Lehetséges tgy is a hisztogram kiegyenlités, hogy a szinegyensily nem borul fel,
vagyis a szinek egymashoz viszonyitott aranyat megdrizziik. Ebben az esetben vi-
szont nem lesz kihaszndlva mindhdrom szincsatorndra a teljes rendelkezésre 4llg
dinamika tartoméany.

Binarizacio

Az intenzitds transzformdcidk egy specidlis esete a binarizacid, amely a képet ugy
alakitja at, hogy egy k kiiszobértéktdl fiiggden allapitja meg a transzformalt értéket
(4.15. ébra). Egy specidlis binarizal$ a szeleteld szlir6, ami a nulldzast egy in-
tenzitds savban végzik. Vagy egy intenzitds tartomanyban engednek at, vagy azon

beliil nullaznak (4.16. dbra).



80 FEJEZET 4. A RASZTERES ADATMODELL

4
- J -
s

4.13. 4bra. A hisztogram-kiegyenlitett LANDSAT kép [8]

4.14. abra. A hisztogram-kiegyenlitett LANDSAT foté RGB sdvjai [8]

>,

k Lelgtt

4.15. abra. A binarizacio a k koszob alatti intenzitas értékeket nullava, az a feletti-
eket eggyé alakitja



4.2. DIGITALIS SZURESI ELJARASOK 81

7
-

I elitt I eldtt

4.16. 4dbra. A szeleteld sziir6k egy savon beliil vagy helybenhagyjik a képet, vagy
lenullazzdk. Ezzel 1ényegében egy intenzitds sdvot kivonnak a képbol

4.2. Digitalis sziirési eljarasok
A digitalis sz{ir6k matematikai hatterének attekintése a Fiiggelékben talalhat6 (169.
oldal). A digitdlis sz(irések altalaban azok a képfeldolgozd eljardsok, amelyek vagy
az id6tartomanyban, vagy a frekvencia tartomanyban térténd miveletekkel mani-
puldljak a képet. Az idStartomdnyt torténeti okokbdl nevezziik annak, helyesebb
volna inkédbb tértartomanynak hivni. A frekvenciatartomanybeli képet spektrum-
nak is nevezziik.

Jeloljiik a képet s(7)-vel, a kép spektrumat S (f)-el és a Fourier-transzformaciét

¥ -el. Az id6- és a fekvenciatartomanyt a Fourier-transzformaci6 koti ossze:

S(f)=Fs(0] (4.2)

illetve

s@) = F S ()] (4.3)

A 4.2 formula a direkt Fourier-transzforméacio, mig a 4.3 az inverz Fourier-
transzforma4cio.

Bizonyos sziirési eljarasok hatdsat fiiggvények formdjaban (4tviteli fliggvény)
adjuk meg a frekvencia tartomanyban (pl. konvoldcids szlir6k), mig mésok csak
az id6tartoményban értelmezhetSk (pl. medidn szlir). Ha példaul egy kép spekt-
rumdt megszorozzuk egy olyan négyszogfiiggvénnyel, amely [—fr, f] intervallu-
mon kiviil nulla, akkor a spektrumbdl eltavolitjuk az f; fels6 hatdrfrekvencidnal
nagyobb frekvencidju osszetevoket (vagyis simitjuk). A megvéltozott spektrum
inverz Fourier-transzform4cidjaval megkapjuk a simitott képet. A simitds mértéke
természetesen fiigg a felsd hatarfrekvenciatél, mely minél alacsonyabb, annal
erdsebb a simitas.

Altaldnossagban tehat a digitalis sziir6k miikodése a kovetkezd:

1. legyen egy s(¢) fliggvényliink (ez jelenti a digitalis képet)

2. Fourier-transzformaljuk, vagyis szamitsuk ki a spektrumat: S (f) = F s(¢)
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3. szorozzuk meg a spektrumot az atviteli fiiggvénnyel: S'(f) = S(HA(Sf),
ahol A(f) az 4tviteli fliggvény

4. inverz Fourier-transzformaljuk a kapott spektrumot, és ezzel megkaptuk a
sziirt képet: s'(f) = F 'S’ (f)

A legtobb ,,jol viselkeds” fiiggvény Fourier-transzformalhat6. Mivel ismert a
szlrési miveletiink atviteli fliggvénye (magunk adjuk meg, attdl fiiggben, hogy
mit akarunk csindlni a képpel), akkor annak inverz Fourier-transzformélja el6re
kiszamithat6. Az ismert konvoliciés azonossag szerint két fliggvény konvoliciéja
az id6tartomdnyban, megegyezik ezen fiiggvények spektrumainak szorzatdval:

s(t) = a(r) = S(f) - A(f) (4.4)

Ezt az Osszefiiggést kihaszndlva, és az atviteli fiiggvény inverz Fourier-
transzformdcidjdnak ismeretében, az id6tartomdnyban is elvégezhetjiik a sziirést,
mégpedig ugy, hogy az eredeti képet (az idétartoméanyban) konvolvaljuk az 4tviteli
fliggvény inverz Fourier-transzformaéltjival:

s'(1) = s(t) = F A, (4.5)
ahol A(f) az atviteli fiiggvény.

Az eddig okfejtések folytonos esetekre vonatkoztak. Diszkrét esetben a
Fourier-transzformacié neve diszkrét Fourier-transzformécié (DFT), amelynek
gyors és hatékony algoritmusa a gyors Fourier-transzformdcié (FFT). s(¢) a di-
gitdlis kép, és az 4tviteli fiiggvény (A(f)) is diszkrét, beleértve annak inverz
Fourier-transzformaltjat is, vagyis az a(t) fiiggvény mintavételezett értékeivel fog
torténni az id6tartomanybeli konvolici6 (4.5. formula).

Az 4tviteli fiiggvény inverz Fourier-transzformaltjanak diszkrét véltozatira
bevezették a kernel elnevezést, amely mdra 6nédll6 fogalomma vélt. Nemcsak
olyan esetekben hasznaljak, amikor a miivelet hatdsa megadhaté a spektrum va-
lamely fiiggvénnyel torténd szorzataként, hanem olyan esetekben is, amikor az
id6tartomdanybeli miivelet hatdsa nem adhaté meg a frekvencia tartoméanyban (pl.
rangszirdk).

A legtobb digitdlis sziird kernelt haszndl. Ezek a sztir6k alapvetéen ugy
miikodnek, hogy egy kernelt, vagyis egy [2k + 1 X 2k + 1] méret( ablakot, futtatunk
végig a szlirni kivant kép minden pontjan, gy, hogy az aktudlis képpont a kernel
kozepére esik, majd a kernel ald es6 értékekbdl valamilyen eljarassal kiszdmoljak
az aktudlis pixel szrt értékét.

Altaldban ez a kovetkezé médon torténik: legyen g(x,y) = F{f(x,y)}, ahol
g(x,y) a szlirt kép x, y koordinatajud pontjat, f az eredeti képet, F'{} azt az operatort
jelenti, amely az eredeti kép x, y koordinatdji pontjanak szomszédaibdl kiszamolja
a szlrt értéket. Azt a megfigyelést haszndljuk ki, hogy az egymadshoz kozeli
képpontok értékei jobban Osszefiiggenek, mint az egymastol tavoli pixelek. Ezek-
nek a szlir6knek egy mésik fontos jellemz6je, hogy nem rekurzivak. Ez azt jelenti,
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4.17. dbra. A négyszogimpulzus a feliilvagé sziir6 atviteli fiiggvénye a frekvencia
tartomanyban (az egyszertiség kedvéért egy egydimenzids id6fiiggvényt latunk)

hogy az eljaras csak az eredeti intenzitasértékektdl fiigg, azaz mindig az eredeti
képbdl vessziik a képpont szomszédsdgat.

4.2.1. Konvolacios sziirok

Jelolje f1(¢) a konvolvéalandé fiiggvényt, és f>(7) a kernelt. A konvoldcids, vagy
linedris szlir6k ugy miikddnek, hogy a kernelben szerepl6 értékekkel konvolvaljak
az idéfiiggvényt, és ez lesz a konvoluivid értéke a t-edik helyen:

W= fOpt-1) (4.6)

T=—00

Kétdimenzids esetre, mint amelyen a digitalis kép, a 4.6 formuldval megadott
konvoliciés a kovetkez6képpen alakul:

hey)= Y. Y A hx—uy—v) 4.7)

U=—00 Yy=—00

A szlir6 4tviteli karakterisztikdjat a kernelben 1év6é értékek hatdrozzak
meg, (amelyek egyébként az atviteli fiiggvény inverz Fourier-transzformaéltjdnak
diszkrét értékeibol 4llnak).

A szemléletesség kedvéért nézziink meg egy f; fels6 hatarfrekvencidju
feliilvagd szir6t. A sziir6 atviteli fliggyvényét mutatja a 4.17. 4bra, illetve ennek
inverz Fourier-transzformaltjat a 4.18. &4bra, amely megfelel6en mintavételezve

adja a kernelbe t6ltendd egyiitthatdkat.

Ezzel a kernellel végrehajtva a konvoldciét kapjuk az d.n.  konvolicids
sziirGket. Atviteli karakterisztikdjuk a kernel tartalmatdl (vagyis a frekvenciatar-
tomdnyban definidlt atviteli fiiggvénytdl) fiigg. Kétdimenzidban, mint amilyen a
digitélis kép, a kernel a 2D-s sinc fliggvény, amely a 4.19. abran lathaté. A kernel
képen torténé mozgasat mutatja sematikusan a 4.20. dbra.
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4.18. dbra. A négyszodg impulzus inverz Fourier-transzformaltja a sinc fiiggvény
az id6tartomanyban

72\ /5
v la,;;_‘_\\(/[/hA I\ A f‘{{( KON \
% SRR A TR
RN

;0

000,
2o 0, 00,000 “As!‘\!.‘\““

4.19. abra. A kétdimenzios sinc fiiggvény, amelynek mintavételezett értékeibdl all

” 2

a simito sziird kernelje

4.20. dbra. Az er6sen felnagyitott kernel mozgasa a képen (LANDSAT képrészlet)
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Szeparabilis sziirok

Ha a kernelmaétrix specidlis alaki, akkor a konvolicié végeredményét lényegesen
gyorsabban szdmolhatjuk ki. Ha fenndll, hogy a w kernelmétrix felbonthaté egy
oszlop- és egy sorvektor szorzatdra, azaz w(i, j) = u(i) * v(j), akkor megtehetjiik
azt, hogy el6szor kiszamoljuk a kép u-val vett konvoliciéjat, majd az eredmény
v-vel vett konvolicidjat, azaz

i=x+k
Fay = D) fy) «uli+h),
i=x—k
és ebbdl
j=y+k
g0ey) = Y f/06 ) #v(j+K)
Jj=y—k

sr__rr

Box sziiro

A box sziir6 olyan specidlis kernelii sziir8, ahol a kernelmétrixban szerepld osszes
érték ugyanannyi, vagyis a kernel ald es pixeleket atlagoljuk. A box szlir6 hatdsa
a kép simitdsa. Onmagiban nem ad til j6 eredményt, de mds sziirSkkel kom-
bindlva (pl. élmegdrz8k) hasznos eszkoz lehet. Egyszerliségének koszonhetSen
igen népszerd sz(ird, annak ellenére, hogy a spektrumra gyakorolt hatdsa meg-
lehetdsen kedvezotlen. (Ha meggondoljuk, ilyenkor az id6tartomanyban egy
négyszogfiiggvénnyel végezziik a konvoliciét, aminek az atviteli fiiggvénye, a
frekvencia tartomdnyban egy sinc fliggvény, amir6l minden elmondhatd, csak az

nem, hogy értelmezhetd lenne ra felsd hatarfrekvencia).

Gauss sziir6

2

A Gauss sziir6 kernelében az értékek a kétdimenzids Gauss eloszlas értékei szere-
pelnek. A Gauss eloszlds a kovetkez&képp szamolhatd:

_ &2
e 202

G(x,y) =

2no?

Igy a 0 vérhat6 értéki, o sz6rdsti Gauss-gorbét kapunk, amelybdl a kernelt dgy
szdmoljuk, hogy a rdcspontokon mintavételezziik a G fiiggvényt. Mivel

1 @) 1 2 1 »
e 202 = e 204 %k

2n0? \/Zra' \/Ea'

v 2

ezért a Gauss-szlir§ is szepardbilis, az u és v vektor a kovetkez6képp
szdmolhato:

1 _GaGen)?

e 202
202

u(x) =v(x) =
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4.21. abra. Balrol jobbra: Eredeti kép. A kép 3x3-as, Gauss-sziirt valtozata, 0=1.0.
A kép 7x7-es, box-sziirt véltozata. A kép 7x7-es Gauss szfirt valtozata, o =2.0

2~ 2

A Gauss szlirének 1étezik egy specidlis, még gyorsabb implementécidja. Ha a
haranggorbe értékeit 2 hatvanyokkal kozelitjiik, akkor nem kell szoroznunk, ami-
kor a konvoliciét végezziik, hanem megfelel6 szdmu bittel kell csak eltolni az
értékeket. Ekkor az u és v vektorok

u(x) — V(x) — 2(k+1—|x—k|)

alakuak lesznek.

7~ 2

A Gauss szlird, mint l14thaté simité jellegli. A simitds mértéke a szdrds
nagysagatol fiigg, természetesen nagy szoras esetén a kernel méretét is novelni kell
(4.21. dbra). A Gauss szfirének szintén nem 6nmagaban, hanem mads algoritmusok-
ban van szerepe, pl. a Canny-féle éldetektorban haszndljuk. Atviteli fiiggvénye, ha
nem is idedlis, de lényegesen jobb a box szlir6nél. Gyakran haszniljik ,,csonkitd”
fliggvényként, amivel példaul az idedlis feliilvagé kerneljének a hosszat csokken-
tik le, ezdltal javitva a futdsid6t. (Ne feledjiik, hogy ebben egy sinc fiiggvény van

mintavételezve.)

Hatranya, hogy a simitds miatt a képen taldlhaté élek elmosddottd valnak
a fels6 hatarfrekvencia fiiggvényében. Ha meggondoljuk, nem megleps ez a
eredmény, hiszen a spektrumbdl eltavolitjuk a nagyfrekvencids részeket, marpedig
az éleken éppen a nagyfrekvencids Osszetevok jatszdk a legfébb szerepet.

2~ 2

A Gauss szlir6 segitségével lehetséges a képek méretének egyszerd
csokkentése (felezése). Az algoritmus gy mikodik, hogy a kiindulé képre alkal-
mazzuk a Gauss sziirét, majd elhagyjuk minden masodik sort és oszlopot. Az igy
1étrejovd folyamatosan felez6d6 képeket Gauss-piramisnak is nevezik. A Gauss-
piramisban az egymads feletti képeket egymasbdl kivonva a heterogén részek fe-
lerdsddnek, ez a tulajdonsag j6l hasznalhat6 a texturdk detektaldsanal.

Nemszeparabilis sziirék

2

A nem szeparébilis szir6k azok, melyek kernelmétrixa nem irhat6 fel két vektor
szorzataként. Ilyenkor az eredeti konvolicids képletben szerepld Osszegzést kell
megvaldsitani.
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4.22. abra. Az éleken az elsd derivaltnak maximuma, a masodik derivaltnak
zérushelye van

Eldetektorok

2

Az éldetektorok olyan lokélis sziir6k, melyek a kép egy pontjdban a szomszédos
elemek segitségével leirt intenzitasfiiggvény derivaltjaval dolgoznak (4.22. 4bra).
Feladatuk, hogy az éleket kiemeljék, a hasonl6 pixelekbdl 4ll6 csoportokat pedig
eltiintessék.

Gradiens sziirg

2

A gradiens sz{ir6 haszndlatdval a kép, mint feliilet, pontjaiban vett derivéltak x és
y irdnyu gradiensét kozelitjiik a differencia hanyadossal.

of af)

Vf(x,y) = (a, 8_y

A szlir6 nagy intenzitasvaltozasokra reagal, a homogén teriiletekre O-t ad
eredményiil. Kernelje a kdvetkez6:

-1 0 1
Gx=|2-p O p—2]
-1 0 1
-1 2-p -1
Gy=| 0 0 0]
1 p-2 1

A p érték szabadon valaszthatd, gyakran haszndlt értékek a p = 2, p = 3,
p = 2+ V2. Az els esetben Prewitt, a masodikban Sobel, a harmadik pedig
izotropikus operatorrdl beszéliink (4.23. abra). Az eredményt p-vel normalizalni
kell.
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4.23. abra. Balrdl jobbra: Eredeti kép. A kép x és y irdnyu gradienseinek kozelitése

P

izotropikus gradiens szlir6vel. Az el6z6 két képbdl szamolt élkiterjedés

Laplace sziir6
A Laplace operator definicidja:

3*f  Pf

Af(x,y) = @"'a—yz

Ha a Laplace operatort diszkretizaljuk, akkor a kdvetkezd egyenletet kapjuk az
x,y pontbeli masodik derivéltra:

Jrey) = fa =Ly + fe+ Ly + fOny+ D+ flr,y = 1) =4 f(x,y)

Igy a Laplace sziirt értékt az (x,y) pontban a kvetkezd konvoliiciés kernellel
szdmolhatjuk:

0 1 0
1 -4 1
0 1 0

A Laplace sziir6 a gyakorlatban a kép simitott és eredeti véltozatanak
kiilonbsége, ezért az intenzitdsvaltozasokra, igy a hibakra is nagyon erdsen reagél.
Simitas nélkiil, oGnmagaban nem tdl eredményes (4.24. dbra).

LoG sziiro

” 27

A Laplace sziird el6tt egy Gauss simitast alkalmazva jé éldetektort kaphatunk
(4.24. abra). Mivel a konvolicié asszociativ, ezért megtehetjiik, hogy a Lap-
lace és Gauss szlir6 kerneljét konvolvéljuk és az eredményként kapott métrixot
hasznaljuk. Ezt a szlir6t szoktdk ,,Laplacian of Gaussian” (LoG) nevezni. A LoG-
szir6 kevésbé érzékeny a zajra, jO éldetektor. A kernelmdtrix a kovetkez&képp

szamolhato:

_ .X2 +y2

e 202

1 x? +y?
LoG(x,y) = ot [1 B 27r0'z
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4.24. abra. Balrdl jobbra: Az eredeti kép. A kép Laplace-sziirt valtozata. A kép
LoG-sziirt véltozata. A kép emboss sziirt valtozata: EK-DNY irdnyd élek meg-
taldl4sara bedllitva

Emboss sziir6

Az emboss szlir6k célja specidlis irdnyu élek detektaldsa (4.24. dbra). Ehhez olyan
kernelt alkalmazunk, amelynek két atellenes szélén +1 illetve -1 taldlhatd. Attdl
fliggben, hogy milyen irdnyu atloban vannak az értékek, az arra merSleges élekre

” 2 ~ 2

reagél érzékenyen a sziirs. Példa egy lehetséges emboss sziird kernelre:

1 0 O
00 O
0 0 -1

Ez a kernel az EK-DNy irdnyd éleket fogja detektdlni, mig az erre
merdlegeseket észre sem fogja venni.

Canny-féle éldetektor

Az éldetektélas kiilondsen fontos szerepet jatszik az alakfelismerésben, a raszteres
térképek vektorossa alakitdsdban. Az élek a képnek azon helyei, ahol az inten-
zitds megvaltozdsa a legnagyobb. El6szor is dontsiik el, hogy mennyire kifinomult
élek kimutatdsat szeretnénk. A legtobbszor érdemes elézetesen simitd vagy median
szlirésnek aldvetni a képet, hogy ne mutassunk ki minden apré, jelentéktelen élt. Is-
mert és egyszeri mddja a simitdsnak a kép és egy Gauss-fiiggvény konvoliciéjanak
alkalmazésa. Legyen h az f és g fliggvények konvoliciéja. Kimutathatd, hogy

W= (fxg) =f+g,
vagyis egy kép (jeloljik f-el) Gauss-fiiggvénnyel (g) valé konvoliicidjanak a
derivéltja egyenld a kép és a Gauss-fiiggvény derivaltjdnak a konvoliciéjdval. Ezek
alapjan az éldetektdlds a koncepcidja kovetkezd:

1. Konvolvaljuk f-t g’-vel.
2. Szamitsuk ki i’ abszolut értékét.

3. Definidljuk éleknek mindazokat a helyeket, ahol a & gradiensének értéke
meghalad egy el6re meghatdrozott kiiszob értéket.
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4.25. dbra. Balrdl jobbra: 1. Az eredeti kép. 2.-3. A kép x és y irdnyud gradi-

2~ 2 7z

ensének kozelitése a gradiens sz(ird segitségével. 4. Az el6z6 két képbdl elbllitott
élkiterjedés

A Canny-féle éldetektor nem érzékeny az élek allasara, minden €lt helyesen
detektal, egy élt egy vonallal rajzol meg. Lassuk kissé részletesebben a miikodését:

of of\ _
57 (9_) - (fx,f;i)

ahol (fy, fy)a kép gradiense az (x, y) pontban,

M(x,y) = \fe + f

ahol M(x,y) az él er6ssége az (x,y) pontban, valamint

gradf = (

O(x,y) = arctan (%)

az (x,y) pontban vett derivalt irdnyvektora, az é1 normalvektora.

Az f,, f, értékeket kozelithetjiik ugy, hogy az x és y irdnyu izotropikus gradi-
ens szlirvel vett konvolicidjat szamoljuk a képnek az adott pontban, majd ebbdl
kiszamoljuk minden pontban az M(x, y) értékeket. Ezen a képen az élek latszanak,
de minden €l tobb pixel vastag, hiszen a képeken az élek dltaldban nem tokéletesek,
valamint ezzel a médszerrel még egy tokéletes él szomszédsdgaban is 0-ndl na-
gyobb értékeket kapunk.

Ezt a problémét oldja meg a nem-maximalis élek kikiiszobolése. Ezt gy
tehetjiik meg, hogy az M(x,y)-t lemésoljuk egy kimeneti képbe, a O(x,y)-ban
adott normélvektor dltal meghatédrozott szogben 1épiink mindkét irdnyba az M(x, y)
képen, és ha barmelyik intenzitdsérték nagyobb az aktudlisnal, akkor tordljiik a pi-
xelt a kimeneti képen. A nem-maximélis élek kikiiszobolésének eredményeképp
egy olyan képet kapunk, amelyen minden €l rajta van, és mindegyik egyetlen vo-
nalként jelenik meg.

Mivel igy minden él, még a leggyengébbek is rajta lesznek a kimeneti képen,
sziikségiink lehet arra, hogy a gyengébb éleket eltiintessiik és az erdsebb, globalis
éleket tartsuk meg. Ha valamilyen kiiszobolési eljarast haszndlnank, akkor az nem
lenne tekintettel az élek folytonossagara, mi pedig nem szeretnénk, ha az élek meg-
szakadndnak. Erre a megoldédst az élkiiszobolés jelenti. Ennek alapdtlete, hogy
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4.26. dbra. Balrdl jobbra: 1: Az élkiterjedést tartalmazé kép. 2: A nem-maximalis
éleket kikiiszobolve kapott kép. 3-4: Az élek kiiszobolése, 10, 40 illetve 40, 100
paraméterekkel. A méisodik esetben csak a legerdsebb élek maradtak meg

egy hatér alatt minden pontot hagyjunk el, egy hatar f616tt mindent tartsunk meg, a
koztes pixeleket pedig aszerint tartsunk meg, hogy eljutunk-e belle biztosan jo pi-
xelbe koztes pontokon. Ehhez a legjobb, ha mélységi bejards egy valtozatat imple-
mentéljuk, kiegészitve azzal, hogy egy biztosan jé pontba érve az egész itvonalon
megtartjuk a pixeleket (4.26. abra).

2z

A Canny szfird idedlis olyan esetekre, mikor additiv, Gauss tipusu zaj taldlhatd
a képen. Egy egyszerl kozelit6 mddszer, hogy Gauss-sziirdvel simitsuk el a zajo-
kat a képen, és ezutdn alkalmazzuk a gradiens maszkjit. Mivel a két sz{ir§ linedris,

ezért a szlirés megvaldsithat6 egyetlen 1épésben, amint azt a sziiré koncepciot be-
mutaté bekezdésben vazoltuk.

Kép élesitése
Az eddig targyalt sziir6k segitségével lehetséges a képek élesitése, mindségének

javitdsa. Mikodésének alapelve, hogy a kép eredeti és simitott valtozatdnak
kiilonbségét hozzdadja az eredeti képhez:

g(x,)’) = f(-x’y) + [f(-x’y) - fs(x,)’)]

ahol f; a simitott képet jelenti.

4.2.2. Nemlinearis sziirok

A nemlinedris szlir6k azok az eljardsok, amelyek ugyancsak egy adott pixel
szomszédos pixelei alapjan szdmoljak ki a szfirt értéket, de nem a szomszédos
pixelek értékeinek valamilyen linedris kombindcidjaként, hanem mas mdédon. Itt
nem besz€liink kernelmatrixrél, hanem csak kernelrél, vagy kernelablakrdl.

Rang sziir6k

2z 2z

A rang sz(ir6k alapvetd otlete az, hogy a kernelablak ald esd pixelek inten-
zitasértékeit allitsuk nagysag szerint sorba, majd ez alapjan a sorrend alapjan
valasszunk Uj intenzitdsértéket a szlirendd pixelnek. A leggyakrabban hasznélt
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4.27. dbra. Egy zajos gorbe (szaggatott vonal) és median szfirt valtozata (folytonos
gorbe). A kernel hossza a

v 7 2

rang sz{rd a medidn sz{irs, mely a nagysag szerinti k6zEépsd értéket vdlasztja szlirt
értékiil (4.28. abra).

A sziirés eredménye valamiféle simitds, amelyhez azonban 4tviteli fliggvény
nem rendelhetd. A sziird a lokalis zajokat hatékonyan eliminélja. A ,,salt and pep-
per” tipusi hibdkat eredményesen eltiinteti, mert amikor egy ilyen pixelhez ériink,
a kornyez6 pontok szinétdl kiugrdan eltérd (sotés vagy vildgos) szind pontokat a
rendezett kernel szélére sorolja. Az 4.27. dbra a medidn szlir6nek egy zajos gorbére

gyakorolt hatdsat mutatja.

~ 2

Digitélis képekre a median sz{ird fontos tulajdonsdga, hogy 2k+1 méretd kernel
esetén a k-nal vékonyabb vonalakat eltiinteti a képrdl. Ez kivanatos eredmény, ami-
kor a nagy teriileteket probaljuk kiemelni. Sajnos az éleket eltolhatja és a sarkokat

P

lekerekiti, de az algoritmus kiegészithetd gy, hogy ez a hiba ne forduljon el6.

Olimpiai sziir6é

Az olimpiai sz{ir6, a medidn szlir6hoz hasonléan, a kiugré intenzitds értékeket zaj-
forrasbdl szarmazonak tekinti. Egyes sportok olimpiai pontozasi médszerét koveti.
Sorba rendezi a kernel alatti elemeket, majd a kozéps6t6l legjobban eliitdket el-
dobja. Paraméterként megadhat6, hogy a legnagyobb és legkisebb elemekbdl
mennyit hagy figyelmen kiviil.
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4.28. dbra. Balrdl jobbra: Az eredeti kép, ,,salt and pepper” tipust hibdkkal ter-

helve. Konzervativ simitassal eltiintetve a hibak. 5x5 méretd medianszirével
tisztitott kép. 11x11 méreti mediansziirével sziirt kép [11]

4.29. dbra. A Kuwahara-sz{ir6 ablakbeosztasa, és a kernel viselkedésee egy élen
[11]

Konzervativ simitas

A konzervativ simitds zajsz{ird eljards, mely leginkdbb a ,,salt and pepper” tipusui
zajt képes elimindlni. Stratégidja, hogy a kernelablakba esé pixeleket nagysag sze-
rint sorba rendezi az aktudlis pixel kivételével. Igy kapunk egy [min..max] inter-
vallumot, és megnézziik, hogy az aktudlis pixel ebbe az intervallumba esik-e (4.28.
abra).

e ha a [min..max] intervalumba esik, akkor nem véltoztatunk a pixel inten-
zitasan

e ha a maximumndl nagyobb, akkor az 4j érték a maximum lesz

e ha a minimum al4, akkor az 4j érték a minimum lesz.

Kuwahara sziiro

” 2

A Kuwahara-féle sziirési eljaras zajsz{ird, simité hatdsd. Fontos tulajdonsiga, hogy
az éleket megtartja, nem tolja, vagy mossa el. Osszuk fel a kernel ablakot négy
atfed6é (k + 1) X (k + 1) méretd részre, melyek a négy sarokbdl indulnak (4.29.
abra). A sziirt pixel értéke azon négyzet atlagintenzitasa legyen, ahol legkisebb a
szoras.
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4.30. abra. Balrdl jobbra: Az eredeti kép. A kép 5x5 méretli Kuwahara szlirGvel

sziirt valtozata. A kép 11x11 méretli Kuwahara sztir6vel sziirt viltozata. A szfirt
képet Gjraszilirve 5x5 méretli Kuwahara sztir6vel [11]

a ab b
ac abcd bd
c cd d

A betlijjelek azonositjdk azt, hogy a pixelek melyik négyzetbe tartoznak. A
kozépsé pixel mindegyik négyzetben benne van. Miutdn a pixeleket besoroljuk
a négy halmazba, kiszdmoljuk mindegyik halmazban a pixelértékek atlagat és a
empirikus szérdst. Ezutdn annak a halmaznak az atlagat adjuk értékiil a pixelnek,
amelyikben a legkisebb a széras (4.30. 4bra).

4.3. Szegmentalas, kiiszobolés

A kiisz6bolés a sziirkedrnyalatos képek szegmentdldsdnak egyik médja. Ilyenkor
megadunk néhdny kiiszobértéket, amelyek intervallumhatdrokat fognak jeldlni. A
kiiszobolés specidlis esete a kétszintes kiiszobolés, a binarizacid, amikor egyetlen
kiiszobértéket adunk meg, igy a pixeleket két osztalyba soroljuk (4.15. abra, 80.
oldal).

A kiiszobérték meghatarozasara tobb stratégia l1étezik, attdl fliggden, hogy mi-
lyen célt tGztiink ki, mi a mértéke annak, hogy mennyire j6 egy kiiszobérték.
Altaldban azt szeretnénk, ha a képen az objektumok jol eltérjenek a hatteriiktl.
Mivel két osztdlyba sorolhatunk be minden pixelt, ezért ez nem sikeriilhet mindig
tokéletesen, de a j6 kiiszobolés ezt a lehetd legjobban kozeliti.

Otsu-féle kiiszobolés

Tekintsiik meg az 4.31. dbrat, amely egy kép hisztogramjit mutatja. Lathatd, hogy
az eloszlés két intenzitas érték koriil csoportosul, vagyis a hisztogram két cstcsu.
A cél a kép szegmentdldsa, mégpedig 1igy, hogy az intenzitds eloszlas csicsainak
megfeleld osztalyok jojjenek 1étre.

Otsu szerint az a j6 osztdlyozdsi eredmény, ha a két osztily kozotti szords a
lehet6 legnagyobb. Ehhez kiszdmolja a kép pixeljeinek empirikus varhaté értékét
és szérdsnégyzetét.
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4.31. dbra. A kép hisztogramja két csicsd. A jo szegmentdlds a csicsoknak meg-
felel osztdlyokat allitja el

255
Z iP(i)
i=0
255

o? = Y i=uPG)
i=0

=
Il

Egy ¢ kiiszobérték mellett az egyes osztdlyokon beliili sz6rds és varhat6 érték:

1 t
_ L N
H1(2) " iE:Ol (@)

a1t = ) (i = ) P)

i=0
valamint
1 255
IR <
() = — i;f (@)
255
a3 = ) (i~ m)*PG)
i=t+1
ahol
t
0t = ) P()
i=0
és
255
B = PG).
i=t+1

Az osztdlyokon beliili sz6rds a két osztaly szérdsdnak silyozott dsszege, azaz

o () = q1(DT1) + qa (o3 (1)
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Az osztalyok kozti szérést a kovetkezdképp definidljuk:

o’ =02+ o)
vagyis

o(t) = o — L ().

Fejezziik ki o3()-t:
a3 (1) = q1(Oq() (1 () — p)* = g1 = 1O (1) = pa(0))*

Az optimdlis szoérds szdmunkra az, ami a lehetd legjobban elkiiloniti az
osztalyokat. Mivel a kétféle szords 0sszege egyenld a teljes szordssal, ezért két,
egymadssal ekvivalens célunk lehet az optimum megtaldldsdhoz: minimalizaljuk az
osztalyokon beliili szordst, vagy maximalizaljuk az osztilyok koztit. Ha az ut6bbit
véalasztjuk, akkor az egyes ¢t értékekre a q(t + 1), 1 (¢ + 1), ua(t + 1)) értékeket
szamolhatjuk a q;(¢), u1(¢), ua(t) értékek felhasznalasaval:

100 = 0
o q@u@+ @+ DHP@E+1)
m@+1) = nGT D)
m@©) = 0
o+ D+ 1)
w(t+1) = g+ D)

fly médon a kévetkezd algoritmust kapjuk:

1. szdmoljuk ki P-t, u-t és o-t

2. t = 0-t6l 255-ig szdmoljuk ki minden értékre g(r),u;(t), ux(t) értékeket,
majd ebbdl a 0'127 értéket

3. valasszuk 7, pima-nak az argmax(o%)-t

Az Otsu-féle kiiszobolés eredményeit mutatja a 4.32. dbra. Az Otsu-féle
kiiszobolés altalanosithatd, azaz tobb szintli kiiszobolést is lehet ezzel a stratégidval
eldéllitani.

Itt tobb kiiszobolési problémat nem targyalunk, mert kiilon fejezetben foglal-
kozunk adatbdnydszati médszerekkel, osztilyozasi eljarasokkal, ahol még foglal-
kozunk kiilonbdz8 szegmentéld, osztdlyozé algoritmusokkal.
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4.32. dbra. Balrdl jobbra: Eredeti sziirkedrnyalatos kép. A kép Otsu eljarasaval
kiiszobolt valtozata. A kép halvanyabb valtozatit az eljards ugyanolyan jol
kiiszoboli. Egy el6re bedllitott kiiszobérték az elsd képet j6l, a méasodikat telje-
sen rosszul kiiszobolte volna

4.4. LOD algoritmusok

Urfelvételek, 1égifotok vagy digitdlis magassagi modellek kezelése, megjelenitése
jelentds nehézséget jelenthet a térinformatikai szoftverek fejlesztSinek. Gon-
doljuk csak el, hogy amikor nagy feliiletet kivinunk megjeleniteni, amit sok
nagyfelbontasi kép fed le, elképeszté adatmennyiséget kell kezelniink, kirajzol-
nunk, mikézben a monitorok felbontéképessége (pl. 1024 x 768, vagy 1400 x
1050) lényegesen kisebb adatmennyiséget képes megmutatni. Ekkora teriiletre
értelmetlen eredeti felbontdsban rajzolni a pixelek értékeit (még TIN modellt
haszndlva is), vagyis a kirajzoldsra szant teriiletre vonatkoz6 adatokat ajanlatos
ritkitani. (A ritkitds elméleti hatterér6l szl a fiiggelék mintavétellel foglalkozd
fejezete.)

” s

A képek, domborzat modellek leegyszertsitését végzd algoritmusokat
gyiiténéven LOD (level-of-detail) algoritmusoknak hivjdk. Alapvet6en két fajtaja
létezik, a statikus, és a folytonos. A statikus valtozat Iényege, hogy el6re
elkészitjiik egy modell kiilonbozd részletességli valtozatait, és ezeket cserélgetjiik
attdl fiiggéen, hogy milyen részletességre van sziikségiink az adott felhasznalas
szempontjabdl (pl. viltozé nagyitds miatt). Urfotokra vagy magassagi szinezett
raszteres dllomanyok megjelenitésére ez a médszer megfeleld.

A terepmodellek esetén nem tilzottan jok a statikus algoritmusok. A terepmo-
dellek ugyanis éltaldban nagyok, és ezért konnyen el6fordulhat, hogy egy részét
jelentSsen kozelebbrdl szemléljiik. Igy aztdn nem lehet egyszerre megvéltoztatni a
teljes modell részletezettségét. A folytonos LOD (CLOD) algoritmusok pont erre
a problémadra nydjtanak megoldast. Lényegiik, hogy darabokra bontjdk a kérdéses
modellt, és a néz&ponttdl (vagy egyéb mas, elére meghatarozott mértéktl) fiiggben
minden alkalommal elemzik, hogy mit lehet egyszerdsiteni.

A LOD algoritmusok folyamatosan valtogatjdk az egyes részek felbontasat.
A kérdés az, hogy mi alapjan lehet megmondani, hogy egy adott részt milyen
mindségben kell megjeleniteni, milyen részletezettségi szintre van sziikség. A hiba
fajtajara és mértékére sok megoldast lehet taldlni, csak a felhasznalasi médtol fiigg,
hogy mikor melyik lesz a célravezetd.
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P level 1: 1 x 1 pixel

Tk level 2: 2 x 2 pixel
/h A

level 3: 4 x 4 pixel

level 10: 512 x 512 pixel

4.33. dbra. A Gauss-piramis kiilonbozd felbontdsi szintjei. A képméretek
csokkenése kettd hatvanyai szerint torténik, vagyis példaul az eredeti kép 512x512
méretli, amelybdl az els6 ritkitds utdn 256 x 256 méretl kép lesz. Ebbdl 128 x 128-
as lesz a, majd 64 x 64-es kép lesz, és igy tovabb

4.4.1. A Gauss-piramis

Az egyik legismertebb, és talan leggyakrabban alkalmazott statikus LOD algorit-
mus a Gauss-piramis. Segitségével igen nagyméretli képek is gyorsan jelenithetSk
meg. Ezt a sebesség novekedést azzal éri el, hogy eldzetesen tobb, kiilonbozd fel-
bontédsd képet 4llit eld, és mindig azt jeleniti meg, amire agy adott nagyitdsban
sziikség van. Alapelve eléggé egyszerd.

Elméletileg a kovetkez6képpen miikddik az algoritmus: vegyiink egy nagy
felbontasu képet. Hajtsunk végre rajta simitoszlirést az eredeti kép felsd
hatarfrekvencidjdnak felére, majd ritkitsuk meg ennek megfeleléen a képet, vagyis
Ujramintavételezziik az eredeti mintavételi tdvolsag kétszeresével. Az eredmény
képre folytassuk az eljardst, és ismét hajtsunk végre simitd szirést a mar egyszer
ritkitott kép fels6 hatarfrekvencidjanak felével, majd ennek megfelelSen ritkitsuk
meg a képet, és igy tovabb (4.33. dbra).

A gyakorlatban a Gauss-piramis kiszamitdsa a kovetkez6 modon torténik.
Jelolje az [ — 1-edik szintnek megfeleld képet g;—;. Az l-edik szint pixel értékeit a
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4.34. dbra. A Gauss-piramis kiszdmitdsa (egy dimenzids illusztricio)

2 2
gl )= D D won,mgio1 (i +m,2j +n)
m==2n=-2
formuldval szdmoljuk ki, amely mint l4that6, egy konvoldcié. A 4.34. édbrin
lathatjuk, hogy (egy dimenzidra egyszeriisitve az esetet) hogyan szdmoljuk ki
a ritkitott kép pixel értékeit a sorban alatta 1év3, nagyobb felbontdshoz tartozé
értékekbdl.
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5. fejezet

3D grafika, feliilet modellezés

A geoinformatikdban haszndlatos 3D-s feliilet modellezési algoritmusok, valamint
a 3D-s megjelenités modszerei ugyanazok, mint amelyek a legtobb 3D-s szoftver-
ben megtaldlhatok. Ezek az eljarasok miikddnek valamennyi 3D-s megjelenitd,
mérnoki, épitészeti tervezd rendszerben, s6t a jatékprogramok valésidghti megje-
lenitd moduljaiban is. Hangstlyozni kell azonban, hogy nemcsak megjelenitésrdl
van sz9, hanem egy altalanos objektum leirdsi modrél, amely a pontokhoz hidrom
egyenrangd koordindtit rendel (x,y,z), szemben a kétdimenzids térinformatikdval,
ahol az objektumok leir4sa alapvetéen kétdimenzids (x,y), még akkor is, ha a dom-
borzati viszonyok leirdsa a cél (pl. szintvonalak).

5.1. A 3D-s domborzat modellezés attekintése

A Fold felszine, mint tudjuk nem sik, ezért teljesértékii leirdsa csak harom di-
menzidban lehetséges. Mivel e felszin nem adhaté meg analitikus alakban, ezért
pontos leirdsa minnél tobb pontjdnak x,y, z koordinitdkkal torténd jellemzésével
lehetséges. AlapvetSen kétféle leirdsi mod létezik. Az egyikben a terep jellegze-
tes pontjainak megaddsdval, illetve mérési adatok alapjén irjuk le a felszint, mig a
madsikban a domborzati jellemz6kre valé tekintet nélkiil egyenletes tdvolsdgra 1évd
rdcspontokban adjuk meg a terepfelszin pontjait. A hagyomdnyos térinformatikai
adatmodellek széhaszndlataval élve a felszin leirhatd vektoros és raszteres logikdju
adatszerkezetekkel egyardnt. Mindkét megkozelitési médnak van 1étjogosultsaga.
Mindkét médszer fel tud mutatni elényoket a masikkal szemben, éppen ezért nincs
értelme Kkitiintetni egyik leirdsi modszert a mésikkal szemben.

Tekintsiik meg a 5.1. 4bran lathat6 klasszikus szintvonalas térképet. A tra-
diciondlis térképész a magassdgi pontokbdl kiindulva a sajat tudésa, tapasztalata
alapjén szintvonalakat rajzol. A munkafolyamat sok szubjektiv elemet tartalma-
zott, amelynek szamos elénye is volt. Kevés adatpont alapjan is elkésziilt a szintvo-
nalas térkép, és egy j6 térképész sosem rajzolt lehetetlen vagy valdszintitlen terepi
képz6dményeket. A terepi bejaras is segithetett a szintvonalak megrajzolasanak
menetében.

101



102 FEJEZET 5. 3D GRAFIKA, FELULET MODELLEZES

«175 | Tk ; > «129

12| a5 142 -137
.118 -120
+138

-182

172
- 202

+185
212

5.1. dbra. A magassagi pontok és a kézi szintvonal szerkesztés eredménye

Ma mdr a szintvonalak rajzoldsdnak utja a fotogrammetria, amely egzakt el-
veken aapulva, szubjektiv elemek nélkiil képes megalkotni a felszin szintvonalas
képét.

5.1.1. Vektoros domborzat leiras, a TIN modell

A TIN a triangular irregular network szavak kezd8betiiib6l szarmazik, utalva arra,
hogy ez a leirdsi méd szabdlytalan racspontok hdlézatabdl épiil fel, amelyeket ugy
kotiink 6ssze, hogy a felszint haromszogekkel fedjiik le. Nem trividlis, hogy a
rendelkezésre all6 pontokbdl miként fog el6allni a haromszdgek rendszere.

Voronoy-sokszogek, Delaunay-haromszogek

Tegyiik fel, hogy szabdlytalan elrendezésti pontjaink vannak a sikon. Minden
pont koré szerkeszthetd egy olyan sokszdg, melynek belsd pontjai kdzelebb van-
nak a kérdéses ponthoz, mint az 0sszes tobbi ponthoz. Az ilyen tulajdonsiggal
rendelkezd sokszdgek konvexek és folytonosan toltik ki a sikot (ez is egyfajta
tesszellacio).

A meghatarozasbol kovetkezik, hogy a sokszog oldalai merSlegesek a koriilvett
pontot a tobbi ponttal 6sszekotd egyenesekre és felezik azokat. Természetesen nem
minden sugér felez6 merdleges egyenes lesz a sokszog része hanem csak azok,
melyek metsz&déseibdl a zart konvex sokszog létrejon. A sokszog oldalak egyben
meghatdrozzadk az egy-egy pontbdl figyelembe veendd szomszédos pontokat is, hi-
szen csak azok a pontok befolydsoljdk a sokszog kialakuldsat, amelyekre mend
sugarak felezd merSlegesei részei a sokszdgnek. Ha minden pontot dsszekotiink a
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5.2. dbra. A magassdgi pontokat kis fekete karikdk jelzik. A vastag vonal mu-
tatja a Voronoy-sokszogeket, és vékony vonalak a pontokat 6sszekotd Delaunay-
haromszogeket. Ismerjiik fel, hogy ha grafokkal reprezentdljuk a magassédgi ponto-
kat, és az Sket 6sszekotd Delaunay-haromszogeket, akkor ezek duédlisai a Voronoy-
sokszogek.

réla a fentiek szerint figyelembe veend szomszédos pontokkal, gy sikbeli eset-
ben, egyértelmi €s bizonyos szempontbdl optimalis haromszog-felbontést kapunk
(5.2. ébra). Ezt a felbontast nevezik Delaunay haromszogelésnek. Térbeli eset-
ben a szomszédosként meghatarozott pontok Osszekotése egyértelmi, optimalis
tetraéder felbontdst eredményez.

Alkalmazzuk a fenti médszert az elébbi, kissé tankonyviz{ példéra (5.3. dbra).
Kossiik 6ssze haromszoghdléva a magassagi pontokat. Az igy 6sszedllitott terep-
modell egy kiragadott részletét mutatja a 5.4. 4bra.

Tekintsiink egy valés példat, amelyben szabdlytalan elhelyezkedés,
nagyszdmu nagassdgi pontunk van. Ezekbdl szerkessziink Delaunay-haromszoge-
ket, majd jelenitsiik meg perspektivikusan dbrazolva az eredményt (5.5. dbra)

A TIN modell elénye, hogy nem haszndl interpolélt pontokat, csak mérési
eredményeket — éppen ebbdl kdvetkezik szabdlytalan mivolta —, igy interpolaciébol
ered6 hiba nem terheli. A szabdlyos mintavételezéshez képest kevés adattal dol-
gozik, ami szdmos szempontbdl kifejezetten elény, ellenben megjelenitéskor ta-
pasztalhat6, hogy az eldallt terepfelszin, mesterséges, miivi kinézetd. (Ne fe-
lejtsiik el, hogy a pontok szdmat nem mi hatarozzuk meg, mint a 3D-s test model-
lezés esetében, hanem a magassagi pontok szdma donti el a haromszog felbontas
részletességét). A megjelenésnél nagyobb héatrdny, hogy édllandé felbontéképesség
nem rendelhetd hozz4, ezaltal nem tudjuk megmondani, hogy mi az legkisebb ob-
jektum, ami még kimutathat6 a felszinen.

5.1.2. Raszteres domborzat leiras, a DEM modell

A DEM mozaiksz6 a a digital elevation model szavak kezd6betiiibdl all, amely
digitélis magassdgmodellt jelent. Irjuk le a felszint szabélyos rédcshalézatban meg-
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5.3. dbra. A magassagi pontok alapjan osszedllitott szabalytalan racs (TIN).

5.4. dbra. A haromszogekbdl felépitett felszin modellje. A szinezés a kartografiai
hagyoméanyoknak megfeleld, de az er8s nagyitds miatt kicsit durva a kép. A
vildgos, vastag vonalak a volgyekben futd folydkat mutatjdk

5.5. dbra. Magassagi pontok (1), bel6liik alkotott Delaunay-haromszogek (2), és
ezek perspektivikus megjelenitése (3)
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5.6. dbra. A 7 racséllanddju Dirac-¢ sorozattal mintavételezett felszin

adott magassagértékekkel. A magassag értékek egy a felszint leird fliggvénynek
egy 1 racséllanddju Dirac-impulzus sorozattal val6 szorzdsaval kaphaték meg (5.6.
abra).

A 7 mintavételi tdvolsdg megvélasztasa kulcskérdés a 1étrejové adatbazis gya-
korlati felhasznédlhat6sdgédra nézve. Vizsgaljuk meg, hogy mi torténik a 5.1. dbran
bemutatott térképpel, ha mintavételezziik a magassag értékeket (5.7. dbra).

Viérhaté volt, hogy nem lesz egyetlen magassdgi pont sem, ami barmelyik
rdcsponta rdesne. Marpedig most olyan felszinmodellt épitiink, ahol minden
rdcspontban kell legyen magassdg értékiink.

Grid szamitasi modszerek

Az IDW médszer. Az IDW (inverse distance weighting) inverz tdvolsagok
moddszere egy gyors €s egyszerli modja a grid pontok kiszdmitdsdnak. A mddszer
azon alapul, hogy a grid értékének megallapitdsdhoz a kornyez8 pontok magassig
értékeit hasznaljuk fel, de nem egyenld silyokkal, hanem a tavolsaggal csokkend
mértékben. Egy bizonyos hatistdvolsdgon kiviili pontokat mér nem is vessziik fi-
gyelembe (5.8. dbra). Hatdsa a spektrumra nem idedlis, de elényos tulajdonsagai
miatt el§szeretettel hasznaljak.

noZ
i=1 3p
., A

Zj=

n L
i=1 7f
i

J

h,’j = 1’d1'2j+62

ahol h;; a tavolsag a j-edik grid pont €s az i-edik adatpont kozott, 7 j aj-edik
node interpoldlt értéke, Z; a szomszédos pontok, d;; a tdvolsdg a grid pont és a
szomszédos pont kozott, 8 a silykitevd, d egy a simitdsra jellemzd faktor.
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5.7. dbra. Tt rdcsallanddjui racsot fektettiink a térképre. Amint lathaté egyetlen
magassagi pont sem esik ra egyik racspontra sem

5.8. abra. A sulyozott inverz tavolsdg mddszere. A kis fekete korok mutatjak a ma-
gassédgi pontokat, a kis sziirke rombusz pedig az adott rdcspontot. Ennek magassigi
értéknek a kialakuldsdba a kozeli pontok nagyobb stllyal, mig a tdvolabbiak kisebb
sullyal esnek latba
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5.9. dbra. T récséllanddju réacsot fektetiink a TIN-t is tartalmazd térképre. A
radcspontok magassag értékeit az adott Delaunay-haromszogben elfoglalt pozicid
adja meg. Ez az érték is interpolalt

A TIN moédszer. Mads mddszerrel is kaphatunk magassagi értékeket a racspontok
szamdra. Szerkessziik meg példaul a 5.3. abran lathaté haromszogracsot.

Fektessiik erre rd a 5.9. 4brdn lathaté négyzetracsot. Minden racspont be fog
esni egy haromszog belsejébe. A racspontok magassag értékét egyértelmiien meg-
hatdrozza az a hely, amelyet egy adott hdromszog belsejében elfoglal.

A DEM modell tulajdonsagai

Valamelyik fenti mddszerrel kiszamitottuk egy szabalyos racshal6zatban a felszin
magassagértékeit. Ezt nevezik DEM-nek, vagy digitdlis magassdg modellnek. A
DEM t6bb el6nyos tulajdonsaggal is rendelkezik. A terep felszint a DEM alapjan
megjelenitve, meglehet6sen valésdghii képet kapunk. Ennek 4ra, hogy igen nagy
tomeg( adatra van sziikségiink. El6ny, hogy allandé felbontoképességet rendel-
hetiink egy adott modellhez, eziltal meg tudjuk mondani, hogy mekkora az a
legkisebb objektum, ami még meglatszik a felszinen (ez a megéllapitds persze
erdsen fiigg az adatnyerés pontossdgatol, amelyrdl itt nem ejtettiink sz6t). Hétrény,
hogy szinte csak interpolalt adatokkal dolgozik, ezért a rdcspontok adatai az in-
terpoldciés moédszer hibdival terheltek. El6ny, hogy az adatbézis szerkezete rasz-
teres tipusu, tehat Grfoté elemz6 és feldolgozé szoftverekbe is betdlthets, s6t a
képfeldolgozas eljarasai is alkalmazhatok ra.

A 5.10. 4bran egy valésdgos domborzati modellt lathatunk, amelynek fel-
bontoképessége kb. 5m, amivel a mintavételi tétel miatt 10m-nél kisebb hori-
zontélis kiterjedést felszin egyenetlenség nem mutathat6 ki. Ezért csak épitészeti,
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5.10. dbra. Egy valdsagos teriilet 3D-s DEM modellje. Az dbran mellesleg egy
telepiilés vaztérképe is lathat6 a felszinre, texttiraként rafeszitve

varostervezési célu felhasznalast enged meg. Ha példaul a felhGszakadasok al-
kalmadval lezidulé csapadékviz lefolydsét kivinndnk modellezni, akkor pontosabb
(nagyobb felbontdsi) domborzati modellt kellene megalkotni.

5.2. A 3D-s megjelenités alapelvei

A felszin 3D-s modelljének megalkotdsahoz felhasznalt matematikai eljarasok az
eredmények 3D-s megjelenitéséhez nem elegendéek. Eddig ugyanis csak azt
vizsgaltuk egy pontsorozatb6l miként alkothatunk haromszogeket, amelyekkel op-
timélisan lefedhetjiik a modellezend§ felszint. A megjelenités ennél bonyolultabb
feladat, elvégre nemcsak a két dimenzids felszint irjuk le, hanem annak a hdrom
dimenzios térben val6 elhelyezkedését, a rabocsatott fénysugar ttjat, amely vissza-
ver6dés, elnyel6dés révén texturdlis tulajdonsagokkal is rendelkezik.

Vizsgaljuk meg a 5.11. 4brédt, amelyen a monitoron megjelend 3D-s kép
elbéllitdsanak folyamatat lathatjuk a nyers magassagi pontoktdl a perspektivikus,
textdrat is tartalmazé képig.

5.2.1. A virtualis szintér

A virtuélis szintér elemei

e a targyak geometriai modelljei, Ugy mint pontok, vonalak, vagy
haromszogekbdl felépiil6 térhalok, amelyek valds targyak felszinét kozelitik

e a virtudlis kamera, amelyen keresztiil ,lattatjuk” a virtudlis szinteret a
képernyén
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Afeltlet — Felszin _ » Afels’zfn r'[wa’gasségi
mintavételezése geometridjanak szinezésének
(térbeli pontok |étrehozasa eléallitasa
sorozata) +
Raszteres
* rétegek feluletre
vetitése

Wektoros rétegek
feliletre vetitése

Felszin &s elemeinek
adatbazisba mentése

Afelszin és a hozza tartozé elemek
(magassagi szinezés, vektoros
rétegek) 3 dimenzids képének

megjelenitése a képernydn

5.11. abra. A 3D-s kép kialakuldsanak folyamata a pontszeri magassag adatokt6l
a perpektivikus képig

e a megvilagitdisi modell, amely a feliilletek szinezetét, drnyaldsat
hatdrozza meg. Elemei anyagtulajdonsdgok, fényforrdsok, és a feliile-
tek normélvektorai

5.2.2. A geometriai modellezés

A targyak feliiletét, geometridjat a virtudlis térben hdromszoghdlokkal irjuk
le (5.12. 4bra). A hdlok tgy adhaték meg, hogy felsoroljuk a halét al-
koté hidromszogek csicspontjait. Ezeket a csicspontokat vertexeknek nevezziik,
amelyek tartalmazzdk a pont térbeli koordinatdit (x,y,z) a tirgy sajit koor-
dinétarendszerében megadva. Ennek a rendszernek az origéja 4ltaldban a targyon
beliil helyezkedik el, tengelyeinek irdnya pedig a targy orientaciéjaval parhuzamos
(a Fold esetében ez egy geocentrikus koordindta rendszer). Egy vertex nem-
csak a pontok koordinatdit, hanem egyéb segédkoordinatikat is tartalmazhat, mint
példdul a feliilet adott pontbeli normélvektorat (nx, ny,nz), amit a megvildgitasi
modell haszndl, valamint a textdra koordinatakat (i, v), amelyek a textira feliiletre
feszitéséhez sziikségesek.

5.2.3. Modellek elhelyezése a szintérben

Szintér épitésekor a modelleket — amelyeket sajat koordindtarendszeriikben adtunk
meg — el kell helyezni a virtudlis vildg koordindtarendszerében. Ezt a koordinita
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5.12. dbra. A felszin kozelitése hdromszogekkel

transzformaciot az affin transzformacidkkal végezhetjiik el (bevezetése a 2.1.3 fe-
jezetben olvashatd). Az affin transzformécié miiveletei eltolds, tengelyek koriili
forgatas, skalazas.

Geometriai transzformaciok

A modellek elhelyezése a virtudlis vildgban és perspektivikus vetitése transz-
formdcidk alkalmazdsival torténik, amelyeket vertexenként kell végrehajtani. Egy-
egy ilyen transzformaciét egy 4x4-es matrix reprezental, amely csak ugy alkalmaz-
hat6 egy vertexre, ha a térbeli koordinatdit homogén, négy koordinétis alakra hoz-
zuk (amelyre azért van sziikség, hogy az eltolds is leirhaté legyen méatrixokkal). Az
Euklideszi (x,y,z) pont négyes vektorként (x,y,z, 1) alakban adhat6 meg. Jelolje
valamely M transzformaci6 eredményét a kovetkezé matrix szorzas: vV = M - v.

Ha t6bb egymas utdni transzformécidt hajtunk végre, akkor az elsé transz-
form4acié matrixat jobbrdl szorozzuk a kovetkezd transzformécié métrixdval (M =
Ty - T, ---Ty). Ha példaul egy eltolast egy forgatds kovet, akkor v = M - v, az M
transzformdcids matrix a forgatas (R) és az eltolds (T) transzforméciés matriszabol
al: M=R-T.

A virtualis kamera

A virtudlis szintérben elhelyezett kamera képezi le a szinteret egy kétdimenzids
képre. A kamera paraméterei a kovetkezdk:

e a kamera pozicidja a virtudlis térben

e a kamera orientdcidja: a felfelé mutato és a nézeti irdnyvektorokkal adhaté
meg

e a kamera nyilasszogének fele (a)

e kozeli és tavoli vigosikok
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kézeli tavoli

5.13. dbra. A virtudlis kamera és paraméterei (y,z,@). A kamera a teljes térbol
csak egy csonkagiila alakd teriiletet érzékel (sziirke teriilet). A kép eldéllitdsakor a
kamera perspektivikusan vetiti a virtudlis teret, amelynek kovetkeztében a latotér
csonkaguldbodl origd kozépponti téglatestté transzformdlodik. A perspektivikus
vetitést egy négy dimenzids matrix végzi, amelynek paraméterei a kozeli és tavoli

vagodsik, valamint a kamera nyildsszoge (@)

o A kamera sajit koordindtarendszerében a kamera van az origéban, a felfelé
mutaté vektor y irdnyd, a nézeti vektor z irdnyba mutat. (5.13. 4bra)

5.2.4. A grafikus szereloszalag

A grafikus szerelGszalag feladata, hogy eléallitsa a 3 dimenzids virtudlis szintér
raszteres képét egy virtudlis kamera adott bedllitdsaival, amely aztin megjele-
nik a képernyén. A bemend adatok a szintér targyainak felszini geometridjat
leir6 haromszoghalok, amelyeket vertexek sorozatai reprezentdlnak. Egy adott
targy vertexeinek a szerelGszalagra kiildése el6tt be kell allitani a kamerat, a
fényrendszert, az adott tirgy anyagi tulajdonsdgait, és a transzformdcidit. A ki-
mend adat egy n X m-es képmatrix (ahol n,m a kép méretei), amelynek elemei
RGB szinmodellben megadott pixelek. A folyamat sorrendje tahét a kovetkezd:
modellezési transzformécid, nézeti transzformdcio, perspektiv (projektiv) transz-
formacio, képerny$ transzformécid, vigas, homogén osztds, raszterizacio, megje-
lenités a képernydn.

Modellezési transzformacio

Ez a miivelet, amint az elbbiekben emlitettiik egy affin transzformacié (4 x 4-es
matrix), amelyet egy objektum feliileti hdl6jdnak vertexeire alkalmazva a tirgyat a
sajat koordinatarendszerébdl a szintér koordinatarendszerébe viszi at. v/ =M - v,
ahol M a modellezési transzformécio, v pedig az objektum egy vertexe.
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Nézeti transzformacio

Ez egy szogtarté és tdvolsdgtarté transzformécié, amely beforgatja és eltolja
a szinteret a virtudlis kamerdnak megfeleld allasba, vagyis a kamera koor-
dindtarendszerébe transzformadlja azt. Egy forgatdsi és egy eltoldsi métrix szor-
zatdbdl épiil fel. v/ = N-v = T - (R, - v), ahol N a nézeti, T az eltolasi, R, pedig
a harom tengely koriili forgatasi transzformacié

Perspektiv transzformacio

Ez a transzformdcié végzi el a perspektivikus vetitést, ami egy kdzéppontos
vetités az origéra nézve. Ennek kovetkeztében a lathatd csonkagila alakud
térrész téglatestté transzformalédik. v’ =P - v, ahol P a kamera &ltal megadott
vetitdmatrix

Homogén osztas

A négyes matrixokkal reprezentalt transzformacidk elvégzése utian a vektorokat
vissza kell alakitani a homogén koordindtds alakjukbdl 3 dimenzids euklideszi
alakjukba, vagyis (x,y,z, w) = (x/w,y/w, z/w), ahol w # 0.

Vagas

A homogén osztds utdn le kell vagni a transzformalt haromszogeknek azokat
a részeit, amelyek kiviil esnek a l4thatésdgi tartomdnyon. A l4that6sagi tar-
tomany egy téglatest, melynek oldalai a tengelyek altal meghatarozott sikokkal
parhuzamosak. Osztdlyozza a haromszogeket aszerint, hogy hogyan helyezkednek
el a tartomanyhoz képest. Ha egy haromszog teljes egészében beliil van, akkor
véaltozatlan marad, ha teljes egészében kiviil van, akkor eldobjuk, ha pedig metszi
a tartomdny hatarat, akkor lecserélédik a beliilre es6 részére, amely egy, vagy két
haromszogbdl éllhat.

Képernyo transzformacio

A képerny6 koordindtarendszere: a képernyd mogotti egységnyi mélységi
téglatest, a képernyd bal felsé sarkdban van az origd, a jobb alsé sarokban pe-
dig az (n,m,0) pont, ahol n X m a képernyé felbontdsa. A z értékek 0 és 1 kozé
eshetnek, ahol a 0 a képernyd sikjaban, az 1-es pedig a képernyd mogotti sikban
van. A képerny$ transzforméci6 ebbe a térbe viszi at a téglatest alaky lathatdsdgi
tartomanyt.

Raszterizacio

Ebben a fazisban ra kell rajzolni a haromszog képét a képernyd hattérpufferére,
amelynek tartalma a képszintézis befejezése utdn megjelenik a képernydn. Ehhez a
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Felulet| normalisa
Beesd fénysugar | §>
o MNézdpont irdnyaba
| visszavert fénysugar

I
| Feldlet

5.14. dbra. A beesd fénysugdr visszaverddése a feliiletrdl a néz&pont irdnyédban.
A fénysugar érkezhet kozvetleniil a fényforrdsbol, vagy maésik feliiletrél vissza-
verddve

haromszoget fel kell bontani képpont méretli darabokra, igynevezett fragmentekre.
A fragment egy homogén szinezetli, 3 koordindtdval rendelkez6 képpont méreti
képernyd egy képpontjdban az a fragment fog megjelenni, amelyik az adott pont
mogotti fragmentek koziil a legkisebb z-értékd.

5.2.5. A megyvilagitas modellje

/////

kez6 elemekbdl all:

o Absztrakt fényforrasok: olyan elemek, amelyek fényt bocsatanak ki, ami
megvildgitja az egyes targyakat. A szintér elemei visszaverik a fényforrdsok
fényét, ami aztdn a szemiinkbe jut (vagyis jelen esetben a virtudlis ka-
merdba), és emiatt latjuk azokat. A fényforrdsok tipusai:

— Pontszerli fényforras: a virtudlis tér egy adott pontjan taldlhatd, és
sugdrirdnyban bocsdjtja ki a fényt (pl. villanykorte). A fény intenzitdsa
a fényforrastol tdvolodva csokken.

— Kornyezeti (ambiens) fény: a tér minden pontjdn ugyanolyan erdsségi
homogén fény

— Parhuzamos fénysugarak: adott irdnyd parhuzamos fénysugarak. (pl.
napsugarak)

e Anyagtulajdonsdgok: meghatarozzak, hogy a beérkez6 fény egyes kompo-
nenseit milyen mértékben veri vissza a targy felszine.

o Feliileti normélisok: meghatdrozzdk, hogy a feliiletre bees6 fény az egyes
irdnyokba milyen intenzitdssal verddik vissza.
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Diffuz feliileti modell

Matt feliiletek esetén (pl. falfeliilet) a visszavert fény er6ssége fiiggetlen a
beesd fénysugér irdnyétdl, a diffiz feliiletek minden irdnyban egyforma erdsséggel
szorjak a beesd fényt. A diffuz feliiletek altal visszavert fény intenzitésa:

L = Ly.kycos(a),

ahol Ly, a bees6 fénysugér intenzitdsa, a a beesési szog, k, a feliilet anyaganak
diffdz visszaverddési tényezdje.

A spekularis visszaverddési modell

Tiikroz6d6 feliiletek esetén a beesd fénysugdr tiikorirdnyban verddik vissza a
leger6sebben, és minél nagyobb mértéki az eltérés a tiikorirdny és a nézeti irdny
kozott, anndl gyengébb a visszavert fénysugdr intenzitdsa. A spekuldris feliiletek
altal visszavert fény intenzitdsa:

L = Lyckscos"(6),

ahol L, a bees6 fénysugér intenzitdsa, H vektor: a nézeti irdnyvektor és a
beesd fénysugar forrdsdnak irdnydba mutat6 vektorok dsszegének az 1/2 szerese,
o a H vektor és a feliileti normadlis egymassal bezart szoge, k, a feliilet anyaganak
spekuldris visszaverddési tényezdje, és n konstans egész szam

A képlet alapjain L akkor maximadlis, ha a nézeti irdny megegyezik a
tiikkorirdnnyal, ugyanis ekkor a H vektor egybeesik a feliileti normalissal, tehat a
0=0,ésacos"(0)=1.

Komplex feliileti modell

A természetben el6fordul anyagok altaldban nem irhaték le tisztdn diffiz, vagy
spekularis modellel, de jol kozelithetSk ezek kombinédcidjaval. M = (ky, ks), ahol
kq az anyag diffiz, k; pedig a spekuldris visszaver6dési tényezdje. A komplex
feliilet altal visszavert fény intenzitdsat gy kapjuk, hogy Osszegezziik a difftiz és
a spekuldris médon visszavert fény intenzitdsokat. Az M = (ky, kg) anyagu feliilet
altal visszavert fény intenzitdsa tehat L = Lp.kgcos(a) + Lpokscos™(0).

s, 2

Az arnyalasi egyenlet egyszeriisitett alakja

Az é4rnyaldsi egyenlet megadja, hogy a szintér absztrakt fényforrdsainak fényét
egy adott M = (kg, k) anyagi feliilet mekkora intenzitdssal veri vissza a nézeti
irdnyban. Az egyszer(sitett egyenlet csak a kozvetleniil a fényforrasokbdl a feliilet-
re érkez6 fényekkel szamol, és nem veszi figyelembe a tobbszords visszaverddést
(vagyis ha a fény egy masik feliiletrdl visszaver6dve esik be), és a fényforrds
ledrnyékolasat. A legtobb grafikai szoftver ma még ezt az egyenletet hasznélja,

és kiilon algoritmussal szdmitja ki az drnyékokat, és a kornyezeti tiikr6z6dést.
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Domborzati modellek megjelenitésekor a fényforrds altalaban a konvencionalis
északnyugati irdnyban van, vagyis a térinformatikdban a domborzat drnyékolas
térképészeti szabdlyai az irdnyaddak. Ettdl természetesen el lehet térni, hiszen a
fényforrds irdnya véltoztathat6. Az egyszer(sitett drnyaldsi egyenlet:

L=kylq+ )" (Likacos(@) + Lyikycos"()),
fi

ahol M = (kg,ky) a feliilet anyaga, L, a kdrnyezeti fény intenzitdsa, Lys; az
i-edik fényforrés intenzitdsa

5.2.6. Egy tériformatikai példa

A 3D-s térinformatikai szoftverek a fentebb bemutatott elveken mikddnek. A
5.15. és 5.16 dbrdkon valésdgos domborzati adatokbdl generdlt felszin modelle-
ket lathatunk. A szdmos megjelenitési lehetdség koziil csak néhdny latvdnyosabbat
mutatunk be. Mindkét dbra esetén ugyanazok a kamera bedllitdsok érvényesek,
amelyek a kovetkezok:

e cltolas

— X irdnyban: 20
— y irdnyban: 100

— zirdnyban: 10
o forgatds

— x tengely koriil: 70 °
— y tengely koriil: -20 °

e nagyitds: 160%

e magassagi torzitds: hatszoros
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5.15. dbra. A Dunakanyar 3D-s megjelenitése a honvédség Térképszeti Kht adatai
alapjan. A szinezés hagyomdnyos magassigi szinezés szerint torént
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5.16. abra. A szinezésen feliil a teriilet 1:10.000 topografiai térképe is, mint textura,
a feliiletre feszitve lathat6
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6. fejezet

Adatbanyaszati modszerek

6.1. Osztalyozas, szegmentalas

Egy adathalmaz pontjainak az adatrekordok hasonlésaga alapjan torténd diszjunkt
csoportokba soroldsédt klaszterezésnek nevezziik. A csoportositds josdga alap-
vetSen két dolgon mulik: a j6 hasonlésdg definicion és egy j6 algoritmuson, amely
a hasonlésdgon alapulva valamilyen kritériumok alapjan megéllapitja a klasztere-
ket. Sokszor hasznaljuk az osztdlyozas kifejezést is, ami nem egészen ugyanazt je-
lenti, mint a klaszterezés. Mig a klaszterezés nem feliigyelt csoportosités, addig az
osztalyozas feliigyelt. Ebben az 6sszefiiggésben a feliigyelt jelz6 azt jelenti, hogy
a csoportok mindségi paraméterei eldre definidltak, mig a nem feliigyelt esetben
nem tudjuk, hogy milyen min&ségi osztalyok fognak létrejonni, milyen minSségi
osztalyba fognak tartozni az el6allé csoportok, sét ezek hatarai sem mindig tud-
haték eldre.

6.1.1. Tavolsag matrix

A hasonldsdg definidldsdnak egy kézenfekvé mddja az euklideszi tdvolsdg foga-
lom. Jeldlje u;, v; az adatpontokat, és d(u, v) az adatpontok kozotti tavolsagot.

d
Z(ui -vi)?
i=1

Irjuk be az Ssszes lehetséges adatpont kozotti tavolsagot egy matrixba, amelyet
tdvolsdg matrixnak neveziink:

d(u,v) =

dii di2
D=]| d1 d»

Elsé kozelitésben azt mondjuk, hogy egymashoz hasonld pontokat azonos cso-
portba, klaszterbe sorolunk. A tdvolsidg métrix alapjdn viszont ismerjiik az adat-

119
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6.1. dbra. Adatpontok (sziirke korok), klaszter kozéppontok (fekete korok) és
klaszterek hatarok

pontok paronkénti tdvolsdgat, igy a tdvolsdgok alapjdn a hasonldsédgra is kovet-
keztetni tudunk. Azt mondjuk tehdt, hogy azonos klaszterbe tartozé pontok
egymdshoz kozel vannak.

Ez a megfogalmazis elég tdg hatdrokat enged meg a klaszterek meg-
hatdrozaséra, de valamennyi klaszterezo eljards hatterében megtaldlhaté a tavolsag
matrix, illetve a klaszterek kozéppontjatdl valo tdvolsag.

6.1.2. Particionalo klaszterezés

Feltessziik, hogy a klaszterek egy vektortérben helyezkednek el. A klasztereket
sulypontjukkal reprezentdljuk, vagyis a klaszterekhez tartozé adatpont-vektorok
atlagaval jellemezziik (6.1. &dbra). Az algoritmus olyan C klaszter beosztist
keres, ahol az adatpontok sajat klaszteriik r(C;) sulypontjitdl mért tdvolsdgdnak
négyzetdsszege minimalis.

k
E(C)= " du,r(C)y

i=1 MEC,'

Altalaban elére meg kell adnunk egy k klaszterszdmot (vagyis, hogy hany cso-
portra szeretnénk bontani az adathalmazt). Valasszunk ezutan k darab adatpontot.
Ezutdan minden adatpontot a hozzd legktzelebb es6 klaszter-sulyponthoz tartozo
klaszterbe sorolunk. A besorolds eredményeként kialakult 4j klaszterek stlypontjai
lesznek az 1j klaszterek reprezentidns pontjai. A besorolds, silypontszamitas
1épéseit addig végezziik, amig a silypontok rendszere véltozik. Akkor dllunk meg,
amikor a klaszterek elemei és a klaszterek kozéppontjai mar nem véaltoznak az
iterdci6 hatdséra.
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6.1.3. Hierarchikus eljarasok

A hierartchikus klaszterez6 eljardsokban a adatokat hierarchikus adatszerkezetbe
(fdba, dendogram) rendezziik. Az adatpontok a fa leveleiben helyezkednek el. A
fa minden belsé pontja egy klaszternek felel meg, és azokat a pontokat tartalmazza,
amelyek a faban alatta talalhatok.

Két alapvetd hierarchikus eljards 1étezik: az egyik a a felhalmozd, a mésik a
lebont6. A felhalmozé eljarasban kezdetben minden adatelem egy klaszter, majd
a legkozelebbi klasztereket egyesiti az algoritmus, és a hierarchidban egy szinttel
feljebb 1j klasztert alakit ki.

A lebonté eljardsban kezdetben egyetlen klaszter 1étezik, amelybe minden
adatpont beletartozik, majd ezt tovdbb osztjuk. Az Udjabb klaszterek az el6z6
finomitasai lesznek. Az eljarasok akkor allnak meg, amikor vagy elérnek egy
elére megéllapitott klaszter szamot, vagy a klaszterek kozotti tdvolsag egy elére
megallapitott mértéknél kisebbé valik.

6.1.4. Képek Kklaszterezése

A képek osztdlyozdsakor az a célunk, hogy a pixeleket tematikus kategéridkba
soroljuk az intezitds értékeik alapjdn, mintegy spektrdlis osztdlyokat 1étrehozva.
Kétféle osztilyozasi modszert kdliinboztetiink meg. Az egyik a nem feliigyelt
(unsupervised classification), a masik a feliigyelt (supervised classification)
osztidlyozds. A nem feliigyelt esetben megelégsziink spektrélis csoportok
1étrejottével, amelyeket megkisérliink megfeleltetni valamely tematikus ka-
tegoridnak.

A klaszterezéskor kiindulhatunk fix szdmu osztalybdl is, de megadhatunk egy
kornyezetet is, példaul Euklideszi tdvolsdg alapjan, amelynek tillépése esetén uj
klaszter jon 1étre.

ISODATA eljaras

Az ISODATA eljaras a klaszterek kbzéppontjait keresi meg. Az eljaras a kovetkezd
moédon mikodik:

1. Vélasszunk ki klaszter kozéppontokat kiindulasul
2. A pixeleket a hozzdjuk legkodzelebb es6 kozéppontu klaszterbe soroljuk be

3. Az ujfent besorolt pontok figyelembe vételével kiszamitjuk az dj klaszter
kozéppontokat, amik ettdl kisebb nagyobb mértékben megvéltoznak

4. Az eljarés ledllasat a kozéppontok mozgdsa hatdrozza meg. Addig folytat-
juk az eljarast (a 2.-es pontra ugorva), amig a kozéppontok helyzete nem
véltozik, pontosabban a mozgésuk egy bizonyos kiiszobérték alatt marad
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homok

valdszinlség

kukorica

3.sdv intenzitds ériékel

6.2. dbra. A kiilonb6z6 anyagok reflektancidinak eltérése alapjan kovetkeztetni le-
het az anyagmindségre [7], feltéve, hogy a tematikus osztalyok kdzott nincs atfedés

Feliigyelt osztalyozas

Feliigyelt osztalyozaskor a kép pixeleit tematikus kategdridkba soroljuk be a tema-
tikus kategoridk mintdibol gy(ijtott adatok alapjan (vagyis el6re tudjuk, hogy hiny
osztalyunk van, és azoknak mik a mindségi jellemz6i). A tematikus kategdridk
mintateriileteinek kijelolése torténhet terepi bejards alapjdn, vagy fliggetlen, mas
forrasbol szarmazé adatok alapjan vizudlis interpretdciéval. A mintateriileteket
gyakran nevezziik tanuld teriiletnek.

Osszehasonlitva a kétféle osztdlyozdsi médot lithatd, hogy a feliigyelt
osztalyozéskor a tematikus kategdridk meghatdrozasa utdn osztalyozzuk a képet,
mig a nem feliigyelt osztdlyozaskor a klaszterezés utdn feleltetjiik meg az egyes
klasztereket a tematikus kategoéridknak.

Ezen osztilyozdsok fizikai hatterét az a megfigyelés adja (amelyet akéar
a tdvérzékelés alaposszefiiggésének is nevezhetiink), hogy egyes tematikus
osztalyok, mindségi kategdridk pixelei jellegzetes csoportokat alkotnak, amint
azt a kategéridk reflektancia értékeinek eloszldsa is jol mutatja a 6.2. &bra.
(Feltételezhetéen annak tudhat6é be a normalis eloszlas, hogy a visszaver6dés je-
lensége sokféle folyamat egyiittesébdl tevddik 6ssze. Marpedig ezek akarmilyen
eloszlast is kovessenek, az Osszegiik eloszldsa kozeliteni fog a standard normaélis
eloszlashoz. Ez a centralis hatareloszlas tétele.)

A tapasztalat azt mutatja, hogy a kiilonboz6 frekvenciasdvokra mdésként
reagalnak ezen mindségi kategéridk anyagai, igy minél tobb frevenciasavban
allnak rendelkezésiinkre képek, anndl tobb mindségi kategéria megallapitdsa vélik
lehetségessé. Ez a koriilmény teremti meg az értelmét a tobbszaz frekvenciasdvban
miikodo hiperspektralis tdvérzékelés szamdra.
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6.2. Dimenzio csokkentés PCA-val

A klaszterezd, osztdlyozd eljardsok valamennyi rendelkezésre all6 adatot fi-
gyelembe vesznek a csoportositas elvégzéséhez. Az algoritusok miikodésébsl
vildgosan l4thatd, hogy a tdvolsagok és a klaszter kozéppontok dllandé szdmitdsa
rendkiviili szamitdsi igényt tdmaszt, kiilondsen olyankor, amikor nagyon sok di-
menzids az adatrendszer. A multispektrélis tdvérzékelés néhany frekvencia savja
még kezelhetdé méretli adatrendszer, de ha figyelembe vessziik a ma egyre na-
gyobb jelent6ségili hiperspektralis tavérzékelés tobb szdz frekvencia savjat, akkor
beldthatd, hogy az osztilyozas hagyomanyos ejardsainak alkalmazdsa erre az adat-
mennyiségre irredlis szamitasi id6t eredményezne.

Ilyen esetekben alkalmazunk dimenzié csokkentd eljardsokat. A dimenzid
csokkentés egyik lehetséges modja a fékomponens analizis (Principal Component
Analysis), amely a tobbvéltozés matematikai statisztika egy széles korben elterjedt
eljarasa. A kovetkezékben a fékomponens analizis valdszintiségi megfogalmazasat
adjuk meg, de lehetséges algebrai megoldds is, amelyet a fizikusok hasznalnak
eldszeretettel a mechanikdban (f6tengely transzformécié néven).

A val6sziniiségi megfogalmazds a kovetkezd: legyen p szdmu megfigyelési
egységiink, amelyek egyenként n szdmu adatot tartalmaznak (p szdmud megfi-
gyelési vektorunk van).

x! | x2 x?
T 2

KRR

X, | x5 X,
1 2

X, | x5 | ... xh

Tekintsiik az x/ vektorokat valészintiségi véltozoknak, a vektorok elemeit a
valdszinliségi valtozok realizécidinak. Standardizaljuk a véltozokat:

x{ -/

¥ =T
s/
ahol X/ a j-edik vektor elemeinek dtlaga (a varhato érték becslése), és s/ az em-
pirikus szérdsa. Igy tehat O varhat6 értékiivé, és 1 szorasuva tettiik a valoszintiségi
valtozéinkat. Ezek utdn szdmitsuk ki az adatrendszeriink korrelacids matrixat:

rit ri2 ... I"1p

ny 2 ... Ip
R =

'pt Tp2 .. Tpp

ahol r;; az i és j-edik megfigyelési egységek korrelacios egyiitthatdja.
Hatarozzuk meg a korrelaciés matrix sajatértékeit és sajatvektorait, vagyis oldjuk
meg a kovetkezd sajitérték egyenletet:
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6.3. dbra. A folyamat geometria jelentése: a standardizalds O varhat6 értékiivé és
1 empirikus szOrdsiva teszi a valtozdkat, vagyis a pontfelhét betolja az origdba,
majd elforgatja a legnagyobb variancia irdnyaba, ami az els6 fékomponens

Rv =Av

A sajatértékek A1 < Ap < - -+ < 4, a sajatvektorok vy, vz, - - - vp. Szdmitsuk ki a
f6komponenseket a kovetkezd mddon, legyen a j-edik f6komponens a kovetkezd:

J P
C; = Z XV
)4
aholi=1,nés j=1,p.
A f6komponensek ortogonalis rendszert alkotnak, vagyis korreldlatlanok, azaz
korreldcios métrixuk

A1 0
Ay

|=
a
[

0 Ap
A R, fontos tulajdonsaga, hogy a fékomponensek €s a standardizélt véltozok
Osszvariancidja azonos:

Amint lathaté, a f6komponensek kiszamitdsdval nagymértékben atrendeztiik
a variancidkat, mivel (ha ez lehetséges volt), Osszevontuk Sket az elsd (néhédny)
fékomponensbe. Az eljards f6bb mozzanatainak geometria jelentését a 6.3. dbra
mutatja.

Abban az esetben, ha példaul az els6 fékomponens képes magdba siriteni
a megfigyelési egységek variancidinak nagy részét, akkor megtehetjiik, hogy az
egész adatrendszert csak az elsé fékomponensével helyettesitjiik. Igy jelentds
mértékben csokkentettiik az adatrendszer dimenzidszamat, ezzel adatszamat, azaz
meggyorsitottuk, megkonnyitettiik egy soron kdvetkezd eljaras, példaul a klaszter
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6.4. abra. Egy LANDSAT kép RGB sdavjainak és az 0Osszes siv els6
fékomponensének 6sszehasonlitsa.

analizis miikodését. A 6.4. abran egy trfotd példat lathatunk egy LANDSAT kép
RGB sdvjainak és az 6sszes sdv elsé f6komponensének 0sszehasonlitdsara.

Felmeriilhet a kérdés, hogy mikor nem hasznalhat6 az els6 f6komponens a
teljes adatrendszer helyettesitésére? Ha a korrelaciés matrix diagonalis, vagyis a
valtozok korreldlatlanok, akkor biztosan nem. Ebben az esetben minden tovabbi
szamitas értelmetlen.

Egy masik kézenfekvd kérdés, hogy ha példdul a megfigyelési egységeink
mérési értékek (pl. digitdlis képek, fizikai mennyiségek), akkor miért tekintjiik ket
valészintiségi valtozoknak. Ennek pusztdn az az oka, hogy el6szor a tobbvaltozds
matematikai statisztika haszndlta ezt az eljardst dimenziészdm csokkentésre. A
probléma leirhaté algebrai médszerekkel is, mint fentebb emlitettiik.

6.2.1. Tematikus térkép és osztalyozas

Most egy pillanatra visszatériink a vektoros térinformatikdhoz, mivel a klaszte-
rezésnek és a fékomponens analizisnek ebben a korben is van jelent6sége. Az
adatok osztdlyozasanak hétkoznapi mddja a térképszetben, geoinformatikdaban
a tematikus térkép készitése. Ilyenkor a csoportositds eredményét tematikus
térképen jelenitjiik meg, vagyis a csoportok allapotat szimbolizdl6 értékeket (fi-
zikai mennyiségek, kategéria valtozok, stb.) valamilyen grafikus szimbolum vagy
stilus (vonaltipus, kitoltési mintdzat, szin) formdjaban mutatjuk meg a térképen.
A geoinformatika gyakorlati alkalmazdéi — statisztikusok, elemzdk, szociolégusok,
stb. — jol ismerik az adatok lattatdsdnak ezt a médjat. Az informatikai piacon
elérhetd szoftverek kivalo tematikus térkép készité képességekkel rendelkeznek,
de az objektumok tobb dimenzids leirdsabol szarmazé nehézségeket dltaldban ugy
oldjak meg, hogy csak egyetlen valtozé értékeit jelenitik meg, ami persze di-
menzidcsokkentés, de egydltaldn nem optimalis médon, hiszen az adatrendszer va-
riancidira nincs tekintettel, 6nkényesen hagy figyelmen kiviil adatokat. Bizonyos
esetekben természetesen ez a mddszer is szolgdltathat megfelel eredményeket, de
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6.5. dbra. A telepiilésenkénti vendégéjszakdk szdmit mutatd tematikus térkép
(fels6 térkép). Tematikus csoportositds a telepiilések népessége szerint (alsé
térkép) [12]

altalanos osztalyozasi célra nem alkalmas.

Nyilvdnval6an megbizhatobb az a csoportositds, amely a tematikus feloszt4st
nem egy onkényesen kiragadott adatféleség alapjan végzi, hanem optimaélis adat-
vesztés révén hoz létre egy ,,szintetikus™ adatsort, és ez alapjan hozza létre a ha-
gyomdanyos tematikus térképet. Hasonlitsuk Ossze a csak egyetlen megfigyelési
egység adatai alapjan torténd kiilonbozd tematikus csoportositdsok eredményét
(6.5. és 6.6. dbrak).

Amint lathaté volt, a f6komponensek dimenziétlan szamok, emiatt fizikai je-
lentésiik sem nyilvanvald. Egyes esetekben hipotézist dllithatunk fel arra vonat-
kozodan, hogy az els6 fékomponens az adatok hatterében meghiiz6dé valamilyen
fizikailag is azonosithatd, kozos ok valtozé. Maskor meg kell elégedniink az
els6 fékomponens variancia tartalmara épiil6 elényokkel anélkiil, hogy azonositani

sz 2

tudnank a hattérben 1évs hatdkat.
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6.6. dbra. Tematikus csoportositds a telepiilések jogéllasa szerint (fels6 térkép).
A telepiilések statisztikai adataibdl szamitott elsé f6komponens szerinti tematikus
térkép (alsé térkép). Nem véletlen, hogy az igy kapott tematikus térkép megegye-
zik a telepiilések jogallasat mutatd térképpel, elvégre a varossa nyilvantds szamos
telepliilés paraméter egyiittes mérlegelése utan torténik meg [12]
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A. Fliggelék

Matematikai osszefoglalo

Ebben a részben tomoren 6sszefoglaljuk azokat a legfontosabb matematikai fo-
galmakat, amelyek a térinformatikdban valamilyen formdban szerephez jutnak.
Célunk voltaképpen az, hogy ha az olvasé nem emlékezne a szoveg torzsében fel-
bukkané valamelyik matematikai fogalomra, annak rovid bemutatdsat itt konnyen
megtaldlja. Eppen azért a fiiggelék kalkulus logikdjd, igy nem tartalmaz néven
nevezett tételeket, bizonyitdsokat. Akit komolyabban érdekel valamelyik ma-
tematikai szakteriilet, azok az ajanlott irodalomban taldlhatnak udtmutatdst az
elmélyiiltebb tanuldshoz.

A.l. Grafelmélet

Az els§ griafelméleti munka a Szentpétervari Tudomdnyos Akadémia
kozleményeiben jelent meg 1736-ban. A szerz6 Leonhard Euler (1707-
1783) svéjci matematikus, aki ekkor az akadémia meghivdsdra Oroszorszdgban
dolgozott. Konigsberg (ma Kalinyingrad) a Balti-tenger kozelében a Pregel foly6
két partjan fekszik. A folyon itt két sziget is van, amelyeket hidak kotnek 0ssze
a partokkal, amint az A.1. 4bran l4that6. Akkoriban a foly6 A és B szigeteit
hidak kototték ossze egymassal és a partokkal is (C, D). A Konigsbergiek kedvenc
kérdése volt, hogy valaki otthonrdl indulva tehet-e olyan sétit, hogy minden hidon
pontosan egyszer menjen at, €s a séta végén hazaérjen.

Euler teljes dltaldnossdgban oldotta meg a feladatot. A feladatban ugyanis,
mindossze a hidakon valé athaladés, valamint a kiindul6pontba valé visszatérés.
Ezért Euler egy olyan 4brat készitett, melyben a varosrészeknek pontok, a hidak-
nak a pontokat 8sszekotd vonalak (nem feltétleniil egyenesek) felelnek meg (A.2.
abra).

Az ilyen pontokbdl és vonalakbdl 4116 alakzatokat grafoknak nevezziik. A pon-
tok a graf csicsai (node, vertex), a vonalak a graf élei (edge). A kérdés tehat igy fo-
galmazhat6 meg: valamely cstcsbdl kiindulva bejarhatjuk-e a graf éleit tigy, hogy
minden élen pontosan egyszer haladjunk at, és végiil a kiindulasi pontba érjiink
vissza?

129
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A.l. abra. A konigsbergi hidak sematikusan dbrdzolva

A.2. dbra. A konigsbergi hidak gréfja

Ha valaki a kérdéses titvonalon halad, és eljut valamely csdcsba, akkor onnan,
mads utvonalon, ki is kell 1épnie, és végiil utolsé 1épésként belép a kezdSpontba.
Igy minden pontba a sétalénak ugyanannyiszor kell belépni, mint kilépni. A fel-
adat megoldhatdsdgahoz tehat sziikséges, hogy minden pontban paros szdmu €l
taldlkozzon. Ez a konigsbergi hidak problémadja esetében nem teljesiil, ezért a fel-
adat nem oldhat6 meg.

A feladat megolddsdban 1ényeges volt az egy csicsban taldlkozé élek szdma.
Ezt a szamot a tovdbbiakban a csics fokdnak, fokszamanak nevezziik.

Jeloljiik a G graf (A.3. dbra) pontjai halmazit V(G)-vel. A pontokat altaldban
kis- vagy nagy betlikkel u, v, ..., vagy akdr egyszerlien szdmokkal jeloljik. A G
graf élei halmazanak szokasos jelolése E(G).

V(G) = {v1,Vv2,V3, V4, V5)

E(G) = {(v1,v3), (v3,va), (v3,v5), (va, vs)}.
Egy élt két végpontja megadasaval jeloliink. Amennyiben a graf irdnyitatlan,
ugy a végpontok neveinek sorrendje 1ényegtelen.
Iranyitott grafok

Az Un. irdnyitott grafok esetében az élek sorrendje lényeges. Az éleket egyenes
szakasznak, vonalldncnak, vagy gorbe vonalnak is dbrdzolhatjuk (A.4. dbra).
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Vs

Vi
O
VZ v 1

A.3. dbra. A G graf csucsai és élei

V2

Vi

Va

A.4. dbra. Példa irdnyitott gréfra

Vi
Vs
V2

A.5. dbra. Példa hurkot is tartalmazé grifra: V(G) = {vi,va,v3}; E(G) =
{(vivi), (vi,v2), (v, v3)}
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Vi
Va

Vi
Vi

A.6. dbra. Példa tobbszoros élt is tartalmazé grafra

Hurok

El6fordulhat olyan élI is, melynek mindkét végpontja ugyanaz a pont. Az ilyen élt
huroknak nevezziik (az A.5. dbran ilyen a v; pont).

Tobbszoros élek

Két cstics kozott tobb élt is hizhatunk, ezt tobbszords élnek nevezziik. Ilyenek az
A.6. dbrdn a v3 -t és a v4 csucsokat 0sszekotd élek. A grafok abrdzolasakor két €l
az dbrdn metszheti egymadst, de ez a metszéspont a grafnak nem csucsa.

Szomszédsagi matrix

A G gréthoz hozza tudunk rendelni egy 6t leiré matrixot. i = 1,2,...,m a matrix
sorainak szdma, j = 1,2, ...,n a matrix oszlopainak szdma. Ha a matrixnak m sora

€s n oszlopa van, m X n tipusti matrixnak nevezziik. A matrixban levd a;; szdmok
a matrix elemei. Az g;; elem az i-edik sor j-edik oszlopanak eleme. Ham = n, a
matrixot négyzetesnek mondjuk.

all aln oo Alp
a ap ... ai
aml Aaml .- QGmn

Nézziik meg a hdrom csticspontd G grafot. A grafot ismerjiik, ha meg tudjuk
mondani, hogy melyik pont melyik ponttal van éllel dsszekotve, és hanyszoros
éllel. Hozzunk létre egy matrixot, ahol irjuk be mindegyik mezébe az azt
meghatdroz6 csucsokat Osszekotd élek szamat. Az A.7. 4bran lathaté G graf
szomszédsagi matrixanak nevezziik az (A.1) szamu matrixot. E matrix ismeretében
meg tudjuk rajzolni a gréfot.

0 (A.D)
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Vs
Vi

V2

A.7. dbra. A G graf szomszédsagi viszonyait az (A.1) szdmu szomszédsagi matrix
irjale

Altaldban egy n vertexi graf szomszédsagi métrixa az A = (q; ;) egy n X n-es
matrix, melyben a;; a v; €s v; csicsokat 6sszekotd €lek szama, i, j = 1,2,...n. fgy
az A elemei nem negativ egész szdmok. A féatléban levs elemek Osszege a grafban
levé hurkok szamét adja. Vildgos az is, hogy az irdnyitatlan graf szomszédsagi
matrixa szimmetrikus a f6atlora, vagyis a;; = aj; , mig az irdnyitott graf matrixa

nemszimmetrikus (pl. A.4. dbra). Ennek szomszédsdgi métrixa az (A.2) métrix.

0 0 01
1 011
1 0 01 (A2)
1 010

Ha egy graf pontjait més sorrendben indexezziik, akkor a szomszédsagi
matrixban bizonyos sorok és oszlopok felcserélédnek, mig a graf ugyanaz ma-
rad. A matrix adatszerkezeti szempontbdl a programozasi nyelvekben jol ismert
kétdimenzids témb.

A graf egy csicsdban taldlkoz6 élek szamdt a cstics fokanak nevezziik. Ez egy
nem negativ egész szam (amely O is lehet). Ez esetben a pont izolalt pont, nincs
Osszekotve egyetlen mas ponttal sem (pl. az A.3. dbrdn a v, pont). Mivel minden
él két ponthoz — vagy hurok esetében ugyanazon ponthoz kétszer — csatlakozik,
igy a fokszamok Osszege az élek szdmdnak kétszerese. A graf fokainak Osszege
paros szam, tehat a paratlan fokud pontok szdma péros.

Elmatrix

A grifok megaddsdnak mdsik mdédja az élmatrix, mely a grafok éleit tarolja,
példdul egy G[1..E] egydimenzids tombben, ahol E az élek szdma. Matemati-
kai szempontbdl ez sorvektor, vagyis olyan matrix, melynek csak egy sora van. A
G elemei szamparok, pl. G[k] = (v;,v;), vagyis a k-adik €l a v; és v; csticsokat koti
Ossze. Itt nehezebb megéllapitani két pont 6sszekotottségét, viszont konnyebb, pl.
az Osszes €lt felsorolni. Ritka kapcsolati matrix esetén ez a forma kdnnyebben
programozhat6.
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A.8. dbra. Gréfok (fels6 sor) és komplemenseik (alsé sor)

Silyozott graf

Az élekhez lehet szamot is rendelni ez a silyozott graf, matrixa a silymatrix.
Ilyen, pl. egy cs6vezetékrendszer, ahol megadjuk az egyes csdvek &teresztd
képességét. Uthdlézatokra vonatkoztatva, az élhez rendelt sily lehet akdr az
élen val6 4thaladds ellendlldsa, amely igy egyirdnyu utcdk esetben a csicspontok
kozotti tdvolsdg (megengedett haladdsi irdnyban torténd mozgds esetén), vagy
végtelen nagy (a kotelezd haladasi irdnnyal szemben).

Komplemeneter graf

Egy adott grathoz rendeljiink egy madsik grafot ugy, hogy a pontok halmaza
mindkét grafban ugyanaz, de a masodik grafban két pontot akkor és csak akkor
kotiink 6ssze, ha az elsé grafban a két pont nincs 0sszekotve. Ezt a grafot az ere-
deti G graf komplementer grafjanak nevezziik és G-sal jeloljiik (A.8. dbra).

Izomorfia. Ha a G; graf minden pontjanak és élének megfeleltethetd6 a G
grafnak pontosan egy pontja illetve éle, valamint a G, graf minden pontjanak és
élének megfeleltethet6 a G| grafnak pontosan egy pontja illetve éle, akkor a grafok
izomorfak (A.9. abra).

Teljes n-grafok

Vizsgaljuk most meg egy egyszerli graf pontjainak fokszamat. Csak az az eset
érdekes, ha a grafnak legalabb két pontja van. Ha a graf n-pontd, akkor mindegyik
pont fokszdma 0,1,2,...,n — 1 lehet. Ha egy pont fokszdma 0, akkor az a pont
nincs mas ponttal 0sszekotve, ha pedig egy pont fokszama n — 1, akkor ez a pont
minden mds ponttal 6ssze van kotve. Ezért nem fordulhat eld, a grafban 0-foku és
(n — 1)-fokd pont is legyen. A ketts koziil legfeljebb egyik lehet. Igy azt kapjuk,
hogy mivel n pontunk van, de a fokszdmra csak n — 1 kiilonboz6 eset lehetséges,



A.1. GRAFELMELET 135

A.9. dbra. Példak izomorf grafokra

LV

A.10. dbra. Példa teljes grafokra

ezért legaldbb egy fokszdmnak legaldbb kétszer kell el6fordulnia. Ha egy grafnak
van legaldbb két pontja, akkor van két azonos foku pontja.

Hany éle van az n-pontd egyszerd grafnak, amelynek barmely két kiilonb6z6
pontjat él koti 6ssze? Az ilyen graf neve teljes n-graf (A.10. dbra). A teljes n-graf
minden pontjanak foka n — 1. A teljes n-graf éleinek szdma n(n — 1)/2. Egy graf
és komplementere teljes grafot alkotnak.

Egyszerii grafok

Az éltalanos grafban két pont tobbszordsen is 6ssze lehet kotve, illetve a hurokél
is megengedett. A tovabbiakban csak olyan grafokrdl lesz sz, melyekben nincs
sem tobbszords €1, sem hurok. Az ilyen grafokat egyszeri grafoknak nevezziik.
Az egyszerl grafok szomszédsagi matrixdban csupa 0 és 1 all, és a f64atlé6 minden
eleme 0.
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A.11. dbra. Az é&bréan 1év6 graf esetében ABDEGH ut, de az ABDEFDEGIH
nem. AB,BD,DE,EF,FD,DC vonal, de nem ut. Az AB, BD, DC, CA élsorozat
kor, vagyis a kiinduldsi pontba visszatér$ vonal.

Ut, vonal, kor, séta

Abrizolja a G graf egy vérosrész tthdlézatit. A grafelméletben ttnak nevezziik
az éleknek olyan egymdshoz csatlakoz6 sorozatit, mely egyetlen szogponton sem
halad at egynél tobbszor (A.11. abra). Ez természetesen azt is jelenti, hogy minden
élen legfeljebb egyszer haladunk 4t. Konkrét feladatokban legtobbszor utakat ke-
resiink, mert azok szama véges, és altalaban rovid tton szeretnénk egyik pontbdl a
madsikba jutni.

Vonalnak nevezziik a grif éleinek olyan egymdshoz csatlakoz6 sorozatit, mely-
ben minden él kiilénb6z6, &m egyes pontokon tobbszor is dthaladhatunk. Példaul
AB,BD,DE,EF, FD, DC vonal, de nem Ut (A.11. dbra). Vonalrdl van sz6, ha egy
részgrafot a toll felemelése nélkiil, minden élt csak egyszer érintve meg tudunk
rajzolni.

Még 4ltaldnosabb fogalom a séta. Sétdnak nevezziik grifban az AB, BD, ...
egymashoz csatlakozé élek sorozatdt (A.11. &bra), ahol az élek és pontok nem
feltétleniil kiilonboz6k. Ha két pont kozott van séta, akkor biztos, hogy ut is
van. Az AB, BD, DC, CA élsorozat a kiinduldsi pontba visszatér6 vonal, melyben
minden él és pont, a kezdd és végponttdl eltekintve, egyszer szerepel. Az ilyen
élsorozatot kornek nevezziik. Ha egyik pontbdl a masikba két 1t is vezet, akkor a
grafban biztosan van Kor.

Legyen A egy graf szomszédsdgi matrixa, akkor a K(k) = Ak, azaz az A
matrix k-adik hatvdnyaként kapott matrix K(k);; eleme, a graf i pontjdabol a j
pontjaba vezetd k hosszisagu sétak szamat adja. Itt a séta hosszan az i ponttdl
a j csdcspontig torténd haladds koézben bejart élek szdmat kell érteni. Valdban,
maga a szomszédsagi matrix is ezt mutatja: mely szogpontbdl melyik szogpontba
lehet egyetlen élen haladva eljutni. Nyilvdnval6an abba a szogpontba, amelyikkel
kozvetleniil 6ssze van kotve éllel.

Nehezebb atlatni a matrix dnmagaval valé tobbszori beszorzasa eredményeként
kapott matrix elemeinek értelmét. A matrixok szorzdsa megértésének egy-
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A.1. tablazat
L | L, | Ls
K| 2110
K| 1]0]2
K| 231
Ki| O3] 2
210
1 0 2
A=, 5 5 (A.3)
03 2

szer(isitése céljabol lassunk egy konnyen érthetd példat, s az altalanositas
érdekében tekintsiink el a métrixok négyzetes voltitél. Legyen K, L, M hirom
orszag, melyek egyes varosait vasut koti ossze. Legyenek K orszdgban
K, K>, K3, K4; L orszagban Ly, Ly, L3 és M orszagban M| és M, virosok. Az
egyes varosok kozott kozlekedd vonatok szamaét irjuk rd a varosokat jelz6 ponto-
kat 6sszekotd szakaszokra. Matrixok segitségével is dbrdzolhatjuk az utazési le-
het&ségeket. Lassuk el6szor a K-bol L-be kozlekedd vonatokat (ha K; és L; kozott
nem kozlekedik vonat, akkor 0-t irunk a megfeleld helyre).

Abrizoljuk a K-bél L-be kizlekeds vonatokat az A.1. tiblizatban, és A-val
jelolve matrixként (A.3 matrix). A matrix i-edik soranak j-edik eleme azt mutatja,
K;-bdl hany vonat megy L ;-be.

Tekintsiik at az L-b&l M-be mend vonatokat a A.2. tibldzattal. A megfeleld
matrixot jeloljiik B-vel (A.4 matrix). Ebben a métrixban az i-edik sor j-edik eleme
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A.2. tablazat.

M, | M,
Ly 2 3
L, 1 2
Ls 3 2
23
B=|1 2 (A.4)
3 2
A.3. tablazat.
M, | M,

Ki|ci|ecn2

K> | co1 | 22

K3 | c31 | e

Ky | ca1 | car

azt mutatja, hogy L; varosbol hiany vonat megy M vérosba.

Az A.12. dbra szerint K orszagbdl M orszégba csak valamelyik L-beli varoson
at juthatunk el. A kérdés az, hogy hany kiilonb6z6 modon juthatunk el K{-bSl M-
be. Az A.12. dbra alapjén K;-b8l Li-be menni az kétféleképpen lehetséges. Innen
ugyancsak kétféleképpen utazhatunk M;-be. Ez tehat 2 x 2 lehet6ség. Ki-bdl L;-
be egy vonatjarat van, L,-bGl M,-be ugyancsak egy. Igy ezen az tton csak 1 x 1
moédon juthatunk M;-be. K;-b6l nem vezet vonat L3-ba, igy K-b6l Lz-an at M,-be
jutni O lehet&ség. (frhatndnk O x 3-at is, mert L3-b6l harom lehetSség van M,-be
jutni.) Osszesen tehat 2 x 2 + 1 x 1 + 0 x 3 = 5 kiilonboz6 lehetSségiink van arra,
hogy K;-bdl M;-be utazzunk.

A feladatot édltaldnosabban megfogalmazva, hatarozzuk meg az A.3. tébldzat
elemeit, ahol ¢;; az a szdm, amely azt mutatja, hogy K;-bdl hany kiilonboz5 médon
juthatunk el M;-be. Tudjuk, hogy ¢ = 5. Hatdrozzuk meg példaul a cp;-t!

Trjuk egymds mellé az A, B és a C matrixokat.

210 C11 €12
1 0 2 23
A= B=|1 2 c=| @ » (A.5)
2 3 2 3 9 31 €32
0 3 2 C41 Ca

Mir ismerjiik a c;; meghatdrozdsanak médjat: c;; =2-2+1-14+0-3=5=
apy-bii+aip-by +ajs-bay, és afeladat alapjan hasonlé médon szamitjuk ki a cp-t:
Cy = 1-340-2+2-2=17, Vagyis Cry = dl] ‘b12 +an -b22 +an3 -b32. Vegyl'jk észre,
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hogy c11-et az A matrix elsS sora elemeinek a B matrix elsé oszlopanak megfeleld
elemeivel vald szorzdsa, és a kapott harom kéttényezds szorzatot Osszeaddsa éltal
kapjuk meg. Ugyanezt lathatjuk a ¢y esetén is.

Két matrixbdl ily médon elddllitott (ij métrixot az eldbbiek szorzatdnak ne-
vezziik. Itt nem részletezve a matrixok szorzdsdnak szabdlyait (mivel a fliggelék
késobbi részeiben erre kitériink), definidljuk két matrix szorzatat:

Az A mXn tipusu és a B n X p tipusi matrix AB szorzatan azt a C m X p tipusu
matrixot értjiik, melyben

Cij = ailblj + Clizsz + ...+ ainbnj,

aholi=1,2,...m;j=1,2,...,p.

Mint l4tjuk, a szorzds definiciéja nem barmely két métrixra vonatkozik, ha-
nem csak olyanokra, ahol az els6 tényezOnek annyi oszlopa van, ahdny sora a
madsodiknak. A példdban szerepld A és B métrixok szorzata C matrix (A.6 for-
mula).

210 5 8
2 3
1 0 2 8 7
A= 2 32 B= :1)) ; C= 10 14 (A-6)
0 3 2 9 10

A matrix szorzas fontos tulajdonsdga, hogy nem kommutativ, vagyis AB # BA,
ugyanakkor asszociativ, tehat (AB)C = ABC). A grafokat leiré szomszédsagi
matrixok hatvdnyozdsa szempontjabol ez fontos megallapitds. Kénnyen belédthatd,
hogy a négyzetes szomszédsdgi matrixok hatvdnyozdsa Onmagdval torténd
tobbszori beszorzdssal egyszertien megoldhaté.

Vegyiink egy négypontos egyszerd grafot, melynek szomszédsagi matrixa A
(A.13. abra). Jeldljiik a csicspontjait rendre arab szdmokkal, igy ezek azo-
nosithatok a graf matrixanak sor- és oszlopszamaival.

A.13. dbra. A négypontos A graf és szomszédsdgi matrixa (A.7)

(A.7)

S = = O
—_— O
— O =
S = = O
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Szamoljuk ki a K(2) = A2 és a K(3) = A3 métrixokat (A.8. formula).

211 2 2 55 2
1 3 21 5455
— A2 _ . _ A3 _
K2)=A"= 123 1] K3)=A"= S 54 5 (A.8)
211 2 25 5 2

Ezen matrixok elemei a sor és oszlopszdmoknak megfeleld vertexek kozott
val6 kozlekedés kozben két, illetve harom élen torténd athaladdsok szamat adjak.
A kapott méatrixok ugyandgy, mint az irdnyitatlan grafok szomszédsdgi matrixai,
szimmetrikusak a féatlora. Vegyliik észre, hogy itt nem a bejarhaté utak szamat,
hanem a sétdk szdmdt kaptuk meg. Amennyiben az i-edik pontbdl a j-edikbe
vezetd k = 1,2,...n — 1 1€péses utak szdmat szeretnénk megtudni, rogziteni kell
a séta kozben érintett pontokat, s csak azokat tartani meg, melyekben minden

érintett vertex csak egyszer fordul eld.

Nézziink egy térinformatikdhoz kozeli példat. Cél a legrovidebb utak meg-
hatdrozasa bizonyos csomépontok kozott. Abrazoljuk a csomépontokat és az Sket
0sszekot6 utakat sdlyozott graffal, ahol az élekhez szamok vannak rendelve. A
konkrét feladattdl fiiggben a graf lehet irdnyitatlan vagy akar iranyitott. Tobbféle
algoritmus 1étezik a probléma megolddsidra (Warshall algoritmus, Dijkstra algo-
ritmus, stb.). Példaként ismerkedjiink meg a Warshall algoritmussal. Legyen
adott egy egyszer(i 0t vertex( sulyozott graf (A.14. dbra). Szomszédsagi matrixat
jeloljiik A-val. A oo jelek az €l nélkiili pontpérokat jelolik.

A.14. dbra. G egy egyszeri, ot vertexi graf, sdlyozott élekkel, melynek
szomszédsagi matrixa A (A.9 formula)

0 3 6 o0 ™
30 2 7 1
A= 6 2 0 o ™ (A9)
co 7 oo 0 4
oo 1 oo 4 0

Vezessiink be egy j matrix miiveletet:
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A[klij = min {Alk — 1];, A[k — 1]ix + Alk = 1]},

ahol a A[K] a matrixok sorozata k = 1, ...n-ig szamitand6, ahol n az A matrix
mérete (n X n), és A[0] = A. Vagyis a stlymatrixbdl kiindulva (amikor £ = 0)
rendre elballitjuk az A[1], A[2], ..., A[n] matrixokat a fenti képlet szerint, vagyis
az Uj — magasabb sorszdmu maétrix — ij indexd elem értékéiil az el6z6 matrix ij-
edik eleme, valamint az ik és kj indexii elemek 0sszegének Osszehasonlitdsa utdn a
kisebbiket vessziik. Az A[n]-re kapott eredmény maétrix a legrovidebb utakat adja
meg. Esetiinkben n = 5, vagyis a stlymatrix alapjan az 6todik menetben k = 5-re
a (A.10. szamu) matrixot kapjuk.

03 5 8 4
302 51
A=15 2 0 7 3 (A.10)
8 57 0 4
41 3 40

Ez tehat a keresett itmatrix. A harmadik sor negyedik oszlopdnak eleme
a[5]34 = 7 példaul azt jelenti, hogy a graf 3-as vertexébdl a 4-esbe vezet6 legrovi-
debb ut hossza 7 egységnyi (3-2-5-4 pontokon at vezet).

Osszefiiggd grafok

Egy grafot 6sszefiiggbnek mondunk, ha barmely pontjabdl bairmely masik pontjaba
eljuthatunk udton (elég azt megallapitani, hogy egy tetszSlegesen kivalasztott
pontjabol az 0Osszes tobbihez van-e ut). Az eddig vizsgdlt grifok mind
Osszefiiggbek voltak, mig az A.15. abran 1év6 graf nem Osszefiigg6. Ha egy
graf nem 6sszefiiggd, akkor van olyan pontja, melybdl nem vezet it minden mésik
pontba. A graf egy darabja az Gsszes olyan pontok (és az Sket 0sszekots €lek)
halmaza, melyek kolcsondsen elérhetSk dton. Ezt a graf egy 0sszefiiggd kompo-
nensének nevezziik.

A.15. dbra. Nem 06sszefiiggd grafok
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A.16. abra. Fak és erdok

Fak, erdok

Az 0Osszefliggd, kormentes egyszeri grafokat fanak nevezziik. Az olyan nem
Osszefliggd grafot, melynek Osszefiiggd komponensei fik, erddnek nevezziik
(A.16. abra).

e Fiban két pont kozott pontosan egy Ut 1étezik. Létezik, mert a graf
Osszefiiggd, és pontosan egy, mert ha kettd lenne, kor is lenne.

e Ha fahoz hozzatesziink egy élt, mdr nem lehet fa. Az (i) él hozzavételével
ugyanis kort kapnank, hiszen eddig is volt a két cstics kozott ut, és most lett

még egy.

e Fabdl egy €It elhagyva mar nem lehet fa. Ha ugyanis fa lenne, akkor abba
az iménti élt visszatéve megint csak fat kapnank (az eredetit), ami az el6z6
bekezdés szerint nem lehet.

e Ugy is fogalmazhatnank, hogy adott szamu vertexii fa a lehet legkevesebb
élt tartalmazza, ami sziikséges az 6sszefiiggGséghez.

Az A.16. 4bran lathat6é fak mindegyikében van els6fokd pont. Vajon minden
esetben igy van ez? Valasszuk a fa egy tetszbleges pontjat, nevezziik A-nak (ez
lehet els6fokd vagy akdrmilyen mads), és induljunk el valamely irdnyba, a ponthoz
illeszked valamely élen (legaldbb egy ilyen él van, mivel a graf Osszefiiggs).
Mivel nincs kor, igy soha nem térhetiink vissza olyan pontba, ahol egyszer mar
jartunk, ezért a graf végessége miatt az utnak egyszer vége lesz. Nem tudunk
tovdbb menni, azaz ez a pont els6fokd. Legyen ez a B pont. Most ebbdl a
B els6foki pontbdl indulva, ugyanilyen mddon, ismét lesz vége a kormentes
grifnak, kapunk egy djabb els6foki pontot, amely lehet az A (ha els6foku volt),
vagy valamely mads, példdul a C. EbbdI kovetkezik, hogy egynél tobbpontd faban
van legaldbb két els6foku pont.

Meg tudjuk-e mondani, hogy egy n-ponti fanak, hany éle van? Az A.16. dbran
lathat6 esetekben a 8-pontinak 7 éle van; a 2-pontinak 1 éle van; a 3-ponttinak 2
éle van. Altalaban az n-ponti fanak n — 1 éle van. n = l-re igaz az éllitds, az 1-
pontu fanak 0 éle van. Tegyiik fel, hogy igaz k pontu fara, és igazoljuk, hogy akkor
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A.17. abra. Binaris fa

igaz k + 1-pontura is. Noveljiik a k-pontd fat egy dggal. Mivel a fa kdrmentes,
Osszefiliggd, egyszerd graf, igy a fa barmely vélasztott pontjabdl csak egy 4j, eddig
nem létez6 pontba hizhatunk egy élt. Eggyel n6tt a fa pontjainak szama, és eggyel
ndtt az élek szdma is, igy az allitas igaz.

A fak alkalmasak arra, hogy szdmrendszereket szemléltessenek Kiilondsen
nagy szerepiik van az igynevezett bindris faknak, melyek a kettes szdmrendszert
szemléltetik. Itt egy vertex egy kérdést jelent, melyre igaz (i) vagy hamis (h)
a vélasz, és e szerint megyiink tovdbb a bal vagy a jobb oldali élen. Példaként
abréazoljuk bindris faval azt az algoritmust, mely harom szdm koziil kivélasztja a
kozépsot (A.17. abra). Itt a kérdés a fa csicspontja mellett feltiintetett szimparok
viszonyanak igaz vagy hamis volta. A fa valamely téglalappal jelzett els6foku
pontja tartalmazza a vélaszt (a konkrét szdmadatoktdl fiiggden).

Sikbarajzolhato graf

Egy gréfot akkor neveziink sikbarajzolhatonak, ha lerajzolhat6 tigy a sikban, hogy
az élei nem metszik egymdast. Az Euler szerint egy 0sszefiiggd, sikba rajzolt graf
cstcsainak és tartomanyainak szama (beleértve a kiils6, nem korlatos tartomanyt
is) 2-vel nagyobb az éleinek szaméanal.

Dualis graf

Egy sikba rajzolhat6 graf dudlis grafja alatt azt a grafot értjiik, aminek csucsai az
eredeti graf tartoményai, és azok a csticsok vannak 6sszekotve, amik megfeleldi
szomszédosak voltak (A.18. dbra). Sikbarajzolhaté graf dudlisa is sikbarajzolhat6
gréf.
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A.18. dbra. Egy graf és dudlisa

A.2. Matrixszamitas
Determinansok

Tekintsiik a kovetkezd els6foku linedris egyenletrendszert:
ay Xy +apxp = b
a1 x21 + axnxyn = by
Nevezziik masodrendli determinansnak az aq1, ax, a»i, a»» elemekbdl alkotott

kifejezést, amely sorokbdl és oszlopokbdl 4ll,

ar
asy

a2
az

és amelynek értéke ajjaxn—ajar;. A fenti egyetletrendszer megoldésa a kovet-

kez&képpen irhatd fel determindnsokkal:

by an
by ax»
X1 =
an  an
a» axn
aiy b
a by
X2 =
an ap
a»y ax

Az n-edrendii deterninansnak nevezziik az n X n elembdl all6 determinanst

aipr ap Aln
azy ax aop
anl dp2 Ann
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7z

Fodatlonak nevezzik az ayy,a», - - - ay,,, €s mellékatlonak a a1, ax, - - - a,, ele-
meket. Ertékét a kovetkez6képpen hatdrozhatjuk meg:

ay aip - Qi
a1 ax -+ ay 1
) =anAn +apApn + .. +anAy, = Z aiAy;
i=1
apl dp2 - App

ahol Ay; az ay; elemhez tartozé n — 1-edrendd aldetermindnst jelenti, amely az
elsé sor és az i-edik oszlop elhagyasaval keletkezett determinans.

Matrixok

Mitrixnak nevezziink egy n X m szdmdu, tdbldzatosan a; elemeket tartalmazé el-
rendezést, amely a kovetkezd alakot olti:

ayir a2 ... Aaim
a; azp ... Ay
anl ap2 ... Qaupm

A fenti métrix n X m tipusd, mivel n sorbdl és m oszlopbdl all, tovabba aj
a matrix i-edik sordban és a j-edik oszlopban taldlhaté eleme. A matrix elemei
lehetnek valds vagy komplex szdmok, vektorok, fiiggyvények, akdr matrixok is.
Az attekinthetSség kedvéért a matrixokat a bonyolult tdblazatos megjelenités he-
lyett gyakran nagybetis, félkovér szimbolummal jeldljiik. A fenti matrixot tehat
jelolhetjiik A-val, vagy A = [aj]-val, vagy ha kiterjedését is lattatni szeretnénk,
akkor A = [ajx]nm-val.

Ha egy métrix sor- és oszlopszdma egyenld, akkor az egy négyzetes matrix. A
négyzetes mdtrix sorainak (oszlopainak) szdma a matrix rendje.

Transzponalt matrixot kapunk, ha a sorokat és az oszlopokat felcseréljiik.
Jelolése A*. Ily médon tehdt egy n X m-es matrix transzpondltja egy m X n-es
MALrix.

air  azi anl
A | 2o am
Aim A2m --- Amn

Vektorok leirdsdra gyakran haszndlunk specidlis matrixokat. Ha egy matrix
egyetlen oszlopbdl (sorbol) all, akkor arra azt mondjuk, hogy oszlopvektor (sor-
vektor). Jelolése
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aj
ap
Ay

Oszlopmétrix transzpondltja sormatrix, vagyis a* = (aj, az, - - - ay).

Zérusmatrix

A zérusmatrix minden elem 0.

Diagonalmatrix

Diagondlis métrixnak nevezziik az olyan négyzetes métrixot, amelynek f64tlgjaban
van csak nullatdl kiilonbozé elem.

all 0 0
0 ayy ... 0
0 0 ... amwm

A diagonalis matrixot a féatlgjanak elemeivel is szoktuk roviditve jelolni:
(ari,az, - - am)

Egységmatrix

Az egységmatrix egy olyan diagondlis métrix, amely f64tléjanak minden eleme 1.
1 00
010
0 01

Az olyan sor vagy oszlopvektorokat, amelynek egyik eleme 1, a tdbbi O,
egységvektoroknak nevezziik.

(i) [

vagy sorvektor alakban e; =[1,0,0], e =1[0,1,0], e3=10,0,1]

Egységvektorok
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Szimmetrikus matrix

Az a négyzetes matrix, amelynek elemei a f6atléra szimmetrikusak, szimmetrikus
matrix, vagyis elemeire igaz, hogy a;; = aj;.

1 0
01
1 0

—_ O =

Antiszimmetrikus matrix

Az a négyzetes métrix, amelynek elemei a f64tléra antiszimmetrikusak, vagyis a

féatlora szimmetrikus elemei egymas ellentettejei, antiszimmetrikus matrix, vagyis
elemeire igaz, hogy a;; = —a;.

0 21
-2 0
-1 00

Matrixmiiveletek
Matrixok egyenlosége

A és B matrix akkor, és csak akkor egyenl8, ha azonos tipusiak, vagyis ha ugy-
annyi sort és ugyannyi oszlopot tartalmaznak, tovdbba a megfelel6 elemeik azono-
sak (ajx = by minden ik-ra).

Osszeadas

Az 0sszeadds (kivonds) csak azonos tipusd matrixokra értelmezett, vagyis ha A és
B n X m-es mitrixok, a;; € A és b;; € B akkor

al +b11 a12+b12 a1m+b1m

ar + b21 any + b22 Lo oyt bzm
A+B-=

an1 + bnl apy + bnz oo App T bnm

Az 0sszeadas (kivonds) kommuntativ, azaz A + B = B + A, tovabba kommun-
tativ,azaz (A+B)+ C=A + (B + C).
Transzponaltakra fennall a kovetkezd Osszefiiggés: (A + B)* = A* + B*

Matrix szorzasa skalarral

Mitrixot gy szorzunk skaldrral, hogy minden elemét megszorozzuk a skaldrral
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kayy kaypp ... kayn

ka21 kazz N kazm
kA =

ka, ka,p ... kauy,

A skalarral val6 szorzas kommutativ, asszociativ és disztributiv, azaz kA = Ak,
(k1ko)A = k1 (kA), k(A + B) = kA + kB, valamint (k1 + k2)A = k1A + kA

Matrix szorzasa matrixszal

Az A és B matrix csak abban az esetben szorozhaté 0ssze, azaz az AB szorzat ak-
kor értelmezett, ha A-nak ugyanannyi oszlopa van, mint ahany sora B-nek. Legyen
tehdt az A matrix egy n X m-es, mig B egy m X p-s métrix. Ekkor az AB szorzat
egy olyan m X p tipusi C matrix lesz, amelynek elemei cj; = 27:1 a;jb jx médon
szdmithatok ki. Az érthetdség kedvéért fejtsiik ki részletesebben a miveletet. Le-
gyen tehat

ayir a2 ... aim bll b[z blp

ay dzy ... Ay , bz] bzz e bzp
A= . és B=

anpl 4p2 ... Qmm bml me s bmp

Vegyiik a B matrix elsd oszlopat és fektessiik rd az A matrix elsd sorara. Szo-
rozzuk 0ssze az azonos index{ elemeket, majd adjuk 0ssze. Az Osszeg a szorzat
matrix elsd sordnak els6 eleme lesz. Ezutdn vegyiik a B métrix mésodik oszlopét,
és fektessiik az A matrix elsd sordra. Szorozzuk 6ssze az megfelel6 elemeket, és a
szorzatokat adjuk 6ssze, amely a szorzat matrix elsd sordnak masodik eleme lesz,
és igy tovabb.

Amint lathat6é a matrixszorzas nem kommutativ, azaz AB # BA, ellenben diszt-
ributiv, azaz A(B + C) = AB + AC. Mivel a matrixszorzas nem kommuntativ, ezért
beszélhetiink jobboldali és baloldali szorzatrél. Kivételesen, diagonélis métriok
esetében a szorzds kommuntativ.

Az egységmatrixszal val6 szorzas (jeloljik AE-vel), akar balrdl, akar jobbrél
szoroztunk, a métrixot érintetleniil hagyja, azaz EA = AE = A. Zérusmétrixszal
valé szorzas zérusmatrixot eredményez, azaz 0A = A0 = 0.

Skalaris szorzat, diadikus szorzat

Legyen a és b n elemii oszlopvektorok. Végezziik el az a*b szorzast (a* az a
transzponaltja):

by
by n
a‘'b=b'a=(a,a,---a,)| . |= Zaibi
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A szorzéas eredménye egy szam, a neve skaldris szorzat.

Végezziik el a fenti oszlopvektorokra az ab* szorzést:

aq a1b1 albz albn

ar arby aby ... axb,,
ab*=| . |(b1,by,---by) =

a, a,by a,by ... apb,

Belathatd, hogy a ba* szorzas is ugyanerre az eredményre vezet. Az ab* és ba*
szorzatok neve diddikus szorzat.

A matrix nyoma

2 2 sz

Az A matrix f6atlgjaban 1évd elemek Osszegét a matrix nyomanak nevezziik,
Sp(A)-val jeloljiik, és a kovetkez6képpen szamitjuk ki:

n

Sp(A) = Z aii

i=1

Négyzetes matrix hatvanya

Az A matrix n-edik hatvanyanak nevezziik a kovetkezd n tényez6s matrix szorza-
tot:

A-A---A=A"

ahol n természetes szam. Megallapodas szerint A’ = E. Ezekbdl kovetkezden
egységmatrix barmely hatvanya egységmatrix, valamint zérusmatrix barmely
hatvdnya zérusmatrix. Diagondlis métrix n-edik hatvinya is diagondlis lesz, de
a féatléban a megfelel elemek n-edik hatvanyai lesznek, vagyis

<a1’a27 e am>n = <a,117 agv e anm>

Négyzetes matrix determinansa

Legyen A egy n X n-es négyzetes matrix:

ayy aypp ... Aaip

ay dx ... A
A =

ay1 aAy2 ... Qup

Az A matrix determinansanak az elemeibdl alkotott determinanst nevezziik, €s
det A-val vagy |A|-val jeloljiik:
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aip a2 ... dip

a)y azyp ... dyp
Al=| .

ayl Ay ... Qupp

Ha |A| # 0, akkor az A matrix regularis, ha |A| = 0, akkor szinguldris.

Négyzetes matrix adjungaltja

Az A négyzetes matrix adjungaltja

aipy app ... dip A11 A21 Anl

. | ar ax ... axp A Axn ... Ap
adjA = adj| . = .

apl A4p2 ... Qpp Aln AZn e Ann

ahol A;; az A mitrix determindnsa a;;-edik eleméhez tartozé aldetermindns.
Vegyiik észre, hogy a sor- és oszlopindexek felcserélddtek, vagyis ad jA az

Al A ..o Ag
Ay A ... Ay
Al A ... Am

matrix transzponaltja.

Matrix inverze

Legyen A egy olyan matrix, melynek determinansa nem nulla (JA| # 0). Keresiink
az A~ matrixot, melyre igaz, hogy AA™! = E és A~'A = E. A~! mitrixot az A
matrix inverzének nevezziik, és a kovetkezképpen szdmitjuk ki:

1
adjA

Al=—
Al

Matrix sajatértékei és sajatvektorai

Keressiik azokat az Osszetartozé skaldrokat és vektorokat, amelyek kielégitik a
kovetkez6 métrixegyenletet:

Ax = Ax

ahol A az A maétrix sajatértékeit, x a sajatvektorait jelenti. Amint lathatd, a vek-
tor A-val val6 szorzdsa ugyanazt eredményezi, mint a vektor A-val vald szorzasa.
Alakitsuk 4t az egyenletet a kdvetkezd médon:
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(AE - A)x = 0

Irjuk 4t a fenti kifejezést homogén linedris egyenletrendszer alakba:

(A=ai)x1 —appxy = —apx, =0
ar1x1 — (A —axn)xy —--+—axyx, =0
an1 X1 — apxy — -+ — (A= ap)x, =0

Ennek az egyenletrendszernek akkor van megoldésa, ha a determinédnsa nulla,
vagyis

A—ay  —apn - —a,
—ay; A—axp - —axuy
—dnl —ap2 e A= App

A.3. Vektorterek

Kérdezziink meg egy mérnokot, hogy mi a vektor. A vélasz valami olyasmi
lesz, hogy ,,irdnyitott mennyiség”. Ez a megkdzelités a vektor fogalom geomet-
riai szemléletét tiikrozi. Van azonban a vektoroknak mds megkdzelitése is, amely
szakit az ,,irdnyitott mennyiség” szemlélettel. A vektorfogalom megkdzelithetd
ugy is, hogy vektor az a halmaz, amely kielégit bizonyos algebrai kritériumokat, €s
egyben kielégiti a geometriai vektor fogalombdl eredd kivdnalmakat is. A kovet-
kezbékben a vektor fogalom ezen altalanosabb megkozelitését fogjuk részletezni.

Vektorok definicidja

Nevezziik vektortérnek a V = {v;} halmazt és egy skalar mez6t A = {a;}, amely
kovetkez6 miiveletekkel és tulajdonsdgokkal rendelkezik:

1. Két vektor 0sszege egy harmadik vektor

2. Egy vektor skaldrral szorozva egy mésik vektort eredményez

Tekintsiik 4t a vektorok Osszeaddsdnak és a skaldrral valé szorzédsdnak tulaj-
donsdgait. Legyen v; € V és a; € A.

1. vi+va=vy+v;
2. (V] +V2)+V3 =V +(V2+V3)
3. al(vl + V2) =aivy +axvy

4. (a1 + ap)v; = ayv; + arv;
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5. (a1ax)vi = ai(azv;)
6.1- Vi =V;

7. Egyetlen olyan vektor 1étezik, amelyre igaz, hogy 0-v; = vg. Ez a null vektor
(jele vp).

A skaldr lehet valos szdm, de lehet komplex szdm is. A fenti definici6 definidlja
a vektortér fogalmat. A vektortér tehat egy halmaz két mivelettel, vagyis egyrészt
V XV — V, amely miivelet a vektorok 0sszeaddsa, és a A X V — V, amely a
skaldrszorzast definidlja (a X a keresztszorzatot jeloli). Barmely halmaz, amely
rendelkezik ezzel a két mivelettel, és kielégiti a fenti hét tulajdonsdgot, vektortér.

Ez a vektorfogalom vajon alkalmazhaté valés vektorokra (,,irdnyitott
mennyiségekre”)? Igy még nem. Nem latszik ugyanis, hogy ezen vektorok milyen
iranydak, és mekkordk. Legyen vy, vy, - - - a hagyomdnyos értelemben vett vektorok
halmaza. Legyenek ay,as, - - - skaldrok (példdul valés szamok). Ugy adjuk ossze
Oket, ahogy 1. mutatja. A vektorok dsszeaddsa (2.) szerint asszociativ. Ha végig
nézziik 1.-7.-ig a miiveleteket, lathatd, hogy a hagyomanyos, geometriai jelentést
hordozé vektorokra is igazak. Csakhogy ezek a miiveletek nemcsak ezekre a vek-
torokra igazak, hanem példdul 3 x 2-es matrixokra is, amikre sosem mondjuk, hogy
vektor.

Metrika

Az A.3-ben megadott definicié semmit nem mond a vektorok hosszarél. Vezessiik
be a tdvolsdg fogalmat kovetkez6 mdodon: Legyen A metrikus tér (X, d) egy hal-
maza X-nek, amely rendelkezik a kdvetkezd miivelettel: dX X X — R. Minden a, b
elemére X-nek d(a, b) > 0, amelyre

1. d(a,b) = 0 akkor és csak akkor, haa = b
2. d(a,b) = d(b, a) (szimmetrikus)
3. d(a,b) < d(a,c) + d(c, b) (hdromszog egyenlStlenség)

A d(a,b) szdmot az a és b vektorok tavolsagdnak nevezziik, a d-t pedig met-
rikdnak.

Ez alapjdn szdmos médon megadhat6 a tdvolsdg fogalma. Vegylink példdul két
3 x 3-as oszlopvektort. Legyen ezek egyik lehetséges tavolsaga a kovetkezd:

ag ar
dry(x1,x0) = da|| b1 |,| b2 || = Vlar — @ + by — a2 + e — cal?
Cl 2

Az el8bbihez hasonl6an megfeleld tdvolsdg definici6 lehet a kovetkezd:

di(x1,x2) = |ay — az| + |by — ba| + |c1 — ¢2]
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Norma

A metrikus tér X,d Osszetartozé parok, ahol X egy halmaz, és d a tavolsag
képzési miivelet (tdvolsdg fogalmat barmely halmazra alkalmazhatunk, nemcsak
vektortérre).

Legyen V = {v;} vektortér, és a v vektor hossza ||v||, amelyet nevezziink
normdanak. A leképezés || - || : X — R kielégiti a kovetkezdket:

1. |vl| = 0 akkor és csak akkor, ha v = vy (null vektor)

2. |lav|| = la| - ||v|| minden v € V-re és minden a € A

3. |lvi + vall £ [vi]] + l|v2]| minden vy, v, € V-re

A norma fogalma tehat a vektor hosszat méri. Lassunk néhdny norma de-

finiciot.

[Vllo = max |v(?)]
a<t<b

b
Vil =f v(D)ldt

b
Ill2 = fIV(t)Izdt

Belso (skalaris) szorzat

A kovetkezd vektortereket leiré fogalom a belsé vagy skaldris szorzat. Jeldlje a
miiveletet (v{[vy), amely v; és v, vektorpdrokra vonatkozik. A miivelet a kovetkezd
négy tulajdonsdgnak kell eleget tegyen minden a; € C és minden v; € V-re:

1. (vilva) = (»|v1)* (* a szdm konjugéltja)

2. (vi +valvz) = (vifvs) + (v2lvs)

3. {avi|va) = a*(vi|v2) (a* a szam konjugaltja)

4. {avilv1) = 0 és {avi|vi) = 0 akkor és csak akkor, ha v; = vg (null vektor)

Ha a V = {v;} vektortér kielégiti ezeket a tulajdonsagokat, akkor azt mondjuk,
hogy a skalértér, ebbdl kovetkezben normdlt tér is, ami viszont maga utdn vonja,
hogy metrikus tér is. Ebben az esetben a norma:

vill = V{vilvi)

A vektorok kozotti szoget a kovetkezoképpen definialjuk:

vilv2)
cosf= ————
[Vl - vl
ahol vy, vy a V = C" a komplex szdmsik feletti térben értelmezett két vektor.
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Ortogonalitas

Két vektor ortogonadlis, ha a belsd szorzatuk nulla, azaz (v{|v,) (geometriai vekto-
rokra ez akkor 4all el8, ha a bezart szogiik 90).

Cauchy-Buniakovsky-Schwartz egyenldtlenség. Ha V vektortér, vagyis van
geometria, akkor igaz a kdvetkezd egyenlStlenség barmely két vektorra (u,v € V)

Kulv)* < Culu)(viv)

az egyenl8ség akkor és csak akkor all fenn, ha u = kv.

Linearis fiiggetlenség

Legyen adva egy vy, v, - - - v, vektorokbdl all6 V vektortér és egy A skalar mezd.
A vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha a

n
Z av; = 0
i=1
0sszeg akkor és csak akkor nulla, ha valamennyi a; skalar nulla. Akkor
linedrisan Osszefiiggdk a vektorok, ha nem fiiggetlenek.

Bazis
Bézisnak nevezziik az olyan vektorok halmazit, amelyekre igaz, hogy

1. minden vektor el6allithaté a bazisvektorok linearis kombinacidjaként

2. ez az el6allitas egyértelmi (unikalis)

Legyen adva egy V vektortér, amelynek vy, v; - - - v, részhalmaza bazist alkot,
ha a részhalmaz vektorai linedris fiiggetlenek, és barmely vektor hozzdadasa ezen
részhalmazhoz linedrisan fligg6vé teszi a részhalmazt.

Az A.19. 4brin a bazisvektorok kiilonbdz8 problémai 1dthaték. Az (a) esetben
vy nem allithat6 el6 e, eo bazisvektorokbdl, vagyis nincs elég bazisvektor, e, er
nem fiiggetlenek. A (b) esetben ey, €3, e3 hdrom vektor ugyan elegendd, de a vek-
torok el6allitasa tobbféleképpen is lehetséges, vagyis a bazisnak vélt vektorok nem
fliggetlenek. A (c) estben pedig e, e; bazisvektorok, mert a sikban barmely vektor
eldéllithato linedris kombinacidjukbdl.

Ha a bazisvektorok egységvektorok, akkor a bazis normalt bazis. Ha a b4zisok
paronként ortogondlisak, akkor a bazis ortogondlis. Ha mindkét el6bbi allitas
fennall, akkor a bazis ortonormalt.
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ey 1

{a) (b) {c)

A.19. dbra. Tul kevés, til sok, és megfeleld szamu bizisvektor

Egy vektor dimenziészdmit tobbnyire udgy hatdrozzuk meg, hogy
megszamoljuk a koordindtdinak a szdmat. A korrekt vélasz az, hogy egy
vektortér dimenzidjat a bazisvektorok szdma hatdrozza meg.

Legyenek e, e; - - - €, egységvektorok egy n dimenzids vektortérben. Jeloljiik
Oket sorvektorokként ¢; = (1,0,0---,0)";¢, = (0,1,---,0)";¢, = (0,0,---,1)",
amiknek transzpondltjait egymds mellé irva egy n dimenzids egységmatrixot ka-
punk:

1 0 ... 0

01 0
E:(el’ez""ve}’l):

00 ... 1

Trjuk fel bazisvektorok segitségével az x vektort:

n
X = Z X;€é;
i=1
vagyis roviditve: x = Exg alakban irhato, ahol xg koordinétdi E bazisra nézve.

Ugyanennek a vektortérnek egy madsik bazisa z,z2---z,. X vektor ezzel a
bézissal felirva:

n
X = Z a;ii
i=1

vagyis roviditve: x = Zxz alakban irhat6, ahol xz koordindtéi Z bazisra nézve.
E két 6sszefiiggésbdl adodik, hogy

Xg = ZXZ
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illetve

X7 = Z_IXE

Altaldban kimondhatjuk, hogy ha az x vektor Z bazisra vonatkozé koordinatéi
xz, W bdzisra vonatkozd koordinatai pedig xy, akkor a két bazisbeli koordinatdk
kozti 6sszefiiggés:

Xw = W_IZXZ = BXZ

ahol B matrix az u.n. baziscsere matrixa

Linearis transzformaciok

Legye x = {x1,xp---x,} és'y = {y1,y2---y,} az E,, bazis altal meghatarozott n-
dimenzids vektortér egy-egy vektora. Tegyiik fel, hogy fenndll a vektorok kozott a
kovetkez6 Osszefiiggés:

y = Ax

ahol A = {a;;}, amely transzformdcié x vektort y vektorba viszi 4t (képezi
le). A transzformdacié megadhat6 linedris kombindcidk egyiitthatéibdl alkotott
matrixszal.

Legyen megadva egy linedris transzformacié az A matrixszal, ami x vektort
y vektorba képezi le, valamint egy B linedris transzformici, amely y vektort z
vektorba képezi le, tovabba C linedris transzformacid, amely z vektort v vektorba
képezi le. Ekkor

BAX =1z

illetve

(CBA)X =v.

sz 2

Elmondhat6 tehét, hogy tobb linedris transzformdcié egymas utin torténd al-
kalmazdsa egyes transzformdcidk métrixainak szorzatdval allithato eld, vagyis ezen
matrixok szorzata egyetlen méatrixszal val6 szorzdssal helyettesithet6. Ez a matrix
ugy allithato eld, hogy az elsé transzformacids matrixot balrél szorozzuk a soron
kovetkez6 transzformdacids métrixszal, és igy tovabb.

Ha az A matrix nem szingularis (azaz detA # 0), akkor létezik az inverz transz-
formécio is:

x=A"ly

amely az y képvektorhoz az eredeti x vektort rendeli. Az eredeti és leképezett
vektor kozotti kapcsolat kdlcsonesen egyértelm.
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Vegyiik észre, hogy a transzformdcidra felirt 6sszefiiggések nemcsak ugy fog-
hatok fel, mint két vektornak azonos bédzisra vonatkoz6 Osszefiiggése, hanem ugy
is, mint ugyanazon vektornak két kiilonb6z6 bazisra vonatkoz6 eldéllitdsa. Ez
a baziscsere, amelyet gyakran neveziink koordindta rendszer transzformdcidnak
is. (A térinformatikdban ezt a miiveletet hajtjuk végre georeferdldskor.) Ennek
fényében vizsgaljuk meg a kovetkezd gondolatmenetet:

Legyen az xz vektornak Z bazisra vonatkozé A matrixszal megadott linearis
transzformaci6 utani képe yz, azaz y; = Axz. A baziscsere utani vektorokat
(xz,yz) transzformdljuk W bazisra vonatkoztatva (xw,yw). Ekkor 1étezik egy
olyan B métrix (B = W-17), amelyre igaz, hogy xw = Bxz és yyw = By, va-
lamint x; = B~'xy és yz = B~'yy, amely alapjin

Yw = ByZ = BAXZ = BAB_IXW = CXW

Igy tehét az dj rendszerben y; = Axy ztanszformdaciénak az yy = Cxy felel
meg, ahol C = BAB™!

A.4. Komplex szamok

A kovetkez6kben roviden attekintjiik a szamfogalom fejl6dését, a természetes
szdmoktdl a komplex szdmokig.

A szamfogalom fejlodése

A szadm fogalma absztrakcid utjan jott 1étre, a vildg megfigyelése révén. El6szor
a természetes szdmok keletkeztek a dolgok megszamléldsa altal. Ezek az 1,2,3
stb. vég nélkiil folytathat6 sorozatot alkotnak. Egybdl kiindulva szamléldssal
egyre Ujabb természes szamokat kapunk ad infinitum. Tekintsiik at a természetes
szdmokkal valé miiveleteket.

Természetes szamok (IV)

o Osszeadds: Legyen a és b természetes szam. a-bdl kiindulva szamlaljunk
tovabb b 1épésben. Azt a szdmot, amelyet a szdmldlds eredményeként kap-
tunk, nevezziik a és b természetes szam Osszegének, €s jeloljiik a + b-vel. Az
Osszeadds kommutativ (azaz felcserélhet8), ugyanisa + b = b + a.

Legyen a, b és c természetes szdmok. Osszegiik:a + b + c¢. Az Osszeadds
asszociativ (csoportosithatd), ugyanis (a + b) + c=a + (b + ¢)

e Szorzas: Ha az 6sszeg minden tagja ugyanaz a természetes szam, akkor a
miivelet neve szorzas, jelolése: a + a+a = 3 -a. Az a - b olyan Osszeg,
amelynek a darab tagja van, és azok mindegyike b. Egytagi 6sszeg esetén
1-b =b. A szorzés is associativ és kommutativ, vagyis
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a-b=>b-a, (a-b)y-c=a-(b-c)

A szorzas az 6sszeaddsra nézve disztributiv (széttagolhatd), vagyis

(a + b)c = (ac) + (be)

e Hatvidnyozds: Ahogy az 0sszeaddsbdl kaptuk a szorzdst, hasonléan
leszarmaztathat6 a hatvdnyozds a szorzdsbdl: ha egy b té€nyez8s szorzat
mindegyik tényezdje az a természetes szam, akkor ez a miivelet hatvanyozas,
melyet a” jeloliink. Ha egytényezds a szorzat, akkor a; = a. A hatvanyozas
nem kommutativ, vagyis a® # b“ (kivéve specidlis eseteket). Ugyancsak
nem érvényes a disztributivitds sem.

e Kivonds: A kivonds az Osszeadds inverz mivelete, amelynek sordn is-
merjiilk az 0sszeget és az egyik tagot, keressiik a mdsikat, vagyis adott a
as b természetes szamok, amelyhez keressiik azt az x természetes szdmot,
amelyre teljesiil, hogy a + x = b, jele: x = b — a. A természetes szamok
korében a kivonds nem mindig végezhet6 el, mert ha b < a, akkor az
eredmény nem természetes szam, vagyis a kivonds nevd inverz mdvelet ki-
vezet a természetes szdmok korébdl.

e Osztds: Az osztds a szorzds inverz miivelete. Adott a és b természetes
szdmokhoz keressiik azt az x természetes szdmot, amelyre teljesiil, hogy
a-x = b. A miivelet neve osztds, jele: x = b/a. Az osztds legtobbszor
nem végezhetd el a természetes szdmok koréban, vagyis az osztds kivezet a
természetes szamok korébdl.

e Gyokvonds, logaritmus: A hatvanyozas, mint tudjuk nem kommutativ, igy
kétféle inverz mivelete is van. Ha ismert a hatvédny, a hatvdnykitevd, és
keressiik az alapot, akkor a miivelet neve gyokvonds. Ha ismert a hatvany,
az alap, és keressiik a kitevot, akkor logaritmusrdl beszéliink. A természetes
szdmok korében altaldban egyik inverz miivelet sem végezhetd el.

Egész szamok (Z), racionalis szamok (Q), valos szamok (R)

Az inverz miiveletek kivezettek minket a természetes szamok korébdl, ezért
sziikségessé valt egy absztraktabb szdm bevezetése, a szdmkor bdvitése, amelyre
érvényben maradnak a természetes szdmokra vonatkozé miiveletek, és az Uj
szdmfogalomban benne vannak a természetes szdmok. Az egész szdmok be-
vezetése dltal 1étrejottek a kivonds inverz miivelete minden természetes szamra
elvégezhetdvé valt, Az 1) szdmok tehat olyanok legyenek, hogy a természetes
szdmok az dj szdmok kozott legyenek; az 4j szdmok korében elvégezhet6 legyen
a kivonds; az 1ij szamok korében végzett miiveleteket természetes szamokra alkal-
mazva ugyanazt kell kapni, mintha a természetes szdmokra eredetileg vonatkoz6
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miiveleteket alkalmaztuk volna; a természetes szdmokra vonatkoz6 azonossagok
lehetSleg maradjanak érvényben; miiveletek permanencidjdnak elve: a természetes
szdmok korében az a — a kivonds nem végezhetd el, ezért az j szamok korében
megjelenik a nulla. Az Gj szdmok korében tehat egy adott a szdmhoz 1étezik egy
—a-val jelolt szam, amelyre igaz, hogy a + (—a) = 0. Az igy kapott szdmokat egész
szamoknak nevezziik. A rajuk vonatkoz6 miiveletek 6sszeadas, kivonas, szorzas,
osztds, hatvanyozas.

A kivonds, elvégezhetd az egész szamok korében, de az osztds, mint inverz
miivelet tobbnyire nem, vagyis, sziikségessé vélik a raciondlis szdmok bevezetése,
amelyek két egész szam hdnyadosaként frhatdk fel. A reciondlis szamok tehat a/b
alaku kifejezések, ahol a as b egész szamok, és b # 0. A raciondlis szamokkal
valé miveletek kommutativak, asszociativak, és a szorzas az Osszeadasra nézve
disztributiv.

Vannak olyan szdmok, amelyek nem irhatdk fel két egész szdm hdnyadosaként.
Ezek az irraciondlis szdmok. A raciondlis és az irraciondlis szamokat egyiittesen
valds szamoknak nevezziik. A valds szamok miiveletei a kovetkezok:

o Osszeadds, szorzds: az Osszeadds és a szorzds a valés szamok korében
korléatlanul és egyértelmtien elvégezhets. Mindkét miivelet kommutativ
és asszociativ, valamint a szorzds az Osszeaddsra nézve disztributiv. Po-
zitiv egész n hatvédnykitevore a hatvdnyozas mint n-szer ismételt szorzas
elvégezhetd.

o Kivonds: a kivonds korldtlanul és egyértelmiien elvégezhetd mivelet.

o Osztés: az osztds is korlatlanul és egyértelmiien elvégezhetd mivelet, kivéve
a 0-val val6 osztést.

e Hatvanyozds: negativ szdm paros kitevSjli hatvanya pozitiv, paratlan ki-
tevgjd hatvanya negativ szam.

e Gyokvonds: adott hatvany és adott kitevd esetén az alapot keressiik. Eddig
a hatvinykitevé mindig természetes szdm volt, vagyis a" = b. Tetszbleges
n természetes szam és a val6s szam esetén a gyok: a =" Vb. A gydkvonast
nem mindig lehet elvégezni, és ha el lehet, akkor sem mindig egyértelm.
Pozitiv alap esetén egy és csak egy olyan pozitiv b valds szdm létezik,
amelyre igaz, hogy " = a. Mivel paros n esetében b" = (—b)", igy ebben
az esetben a gyokvonds egy kétértékli miivelet. AZért, hogy ezt elkeriiljiik,
megéallapodunk abban, hogy eredményiil csak a pozitv b értéket vessziik fi-
gyelembe. Mivel negativ szdm pdros kitevdjl hatvanya pozitiv, ezért negativ
szambol paros kitevdjti gyokot nem lehet vonni (de paratlan kitevéjti gyokot
lehet).

e Logaritmus: Mint lattuk, a hatvanyozds nem kommutativ, vagyis két inverz
miivelet 1étezik. Az egyik a gydokvonds, a mdsik a logaritmus, amikor az alap
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és hatvany ismeretében kerssiik a kitevét. Az b = a* mivelet inverze (loga-
ritmusa) az x = “log b. A loagritmusnak csak pozitiv alap és logaritmaland6
szam esetéen van értelme.

Komplex szamok

A valés szamok korében nem lehet minden masodfokd egyenletet megoldani.
Péld4ul nincs gyoke az x> + 1 = 0 egyenletnek, hiszen nincs olyan valés szam,
amelynek a négyzete -1 lenne. Probaljuk meg kiterjeszteni a valés szamok korét
egy olyan szamkorre, ahol a fenti egyenletnek is van megoldésa. Jeloljiik ezt a
szdamot i-vel (i = V—1). A kiterjesztést tigy kell végrehajtanunk — mint eddig
barmikor, amikor valamely szdmkort bovitettiik —, hogy az 1) szdmok Osszege €s
szorzata is szam legyen, vagyis a + bi.
Alkalmazzuk a valds szdmok miiveleteit ezekre az 0j szdmokra:

(a+bi)y+(c+di)=a+c+bi+di=(a+c)+ (b+d)i
(a + bi+)(c + di) = ac + adi + bic + bdi* = ac — bd + (ad + bc)i

Az 4j szdmokat tehat két valés szdmmal lehet jellemezni, és a miiveletek a
fentiek szerint kell végrehajtani. Ezen dj szdmok neve komplex szamok. Nézziik
meg a tulajdonsigaikat. Legyen (a; b) valés szdmokbdl 4ll6 szampér

(a; b) = (c; d) akkor és csak akkor,haa =césb =d
(a;b) + (c;d) =(a+c;b+d) és (a;b)(c;d) = (ac — bd; ad + bc)

A fenti 6sszeadds és szorzds kommutativ, asszociativ és disztributiv, vagyis a
komplex szamok a valos szdmokndl bdvebb szamkort alkotnak. Tovdbbd mindig
elvégezhetd a kivonds: (a; b) — (c;d) = (a — ¢; b — d), valamint az osztés.

Vizsgédljuk meg, hogy a komplex szdmokkal hogyan kaphatdk vissza a valds
szamok. Az (a;0) alaki komplex szamok nyilvanval6an leirjdk a valés szdmokat,

mert
(a;0) + (b;0) = (a + b;0)
(a;0)(b;0) = (ab —0;0 + 0) = (ab; 0)

Figyelembe véve, hogy i = 0 + 1i irhatd, hogy (a; 0) + (b; 0)(0; 1) = a + bi.

A z = a + bi komplex szdm konjugéltjanak nevezzik a 7 = a — bi komplex
szdmot.

Osszefoglalva tehdt elmondhat6, hogy a szdmfogalmat tigy bévitettiik, hogy
lehetSleg minden igaz maradjon az 4j szdmokra is. Ez az 6haj 4taldban nem le-
hetséges.

A komplex szamok geometria jelentése

sz

A komplex szdmok szdmparokkal torténd jellemzése adja a geometrai jelentést.
A sik pontjait is szdmpdarokkal jellemezhetjiik, ezért kézenfekvGen adddik a sik
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A.20. dbra. A z komplex szdm abszoliit értéke, |z = Va? + b?, a ¢ pedig az arcusa
(arc(2))

pontjainak komplex szdmokkal torténd leirdsa. Vegyiink fel egy koordinéta rend-
szer, amelynek abszcisszdja legyen az un. valds tengely, az ordinatdja pedig az
un. képzetes tengely. Feleltessiik meg az (a; b) koordinatdjd pontot egy komplex
szamnak (A.20. abra).

A komplex szam trigonometrikus alakja z = r(cosy + ising). Viszgaljuk meg,
hogy mi lesz a komplex konjugdlt, vagyis lehet-e geometriai jelentést tulajdonsitani
az = r(cosy —isingp) komplex szamnak. A A.20. 4bra segitségével belathatd, hogy
mivel cos(—¢) = cos ¢ és sin(—p) = —sin(¢p), igy a z komplex konjugélt a komplex
szam valés tengelyre vett tiikorképe.

Komplex szdmok arcusa dgy viselkedik, mintha hatvanykitevd lenne, ezért z
felirthaté z = re’ alakban is. Ennek beldtdsahoz egy pillanatra forduljunk el a
komplex szdmoktdl a sorfejtések felé.

Taylor-sor

A matematika alkalmazdsdnak egy igen fontos momentuma a fiiggvények sorba-
fejtése. A tovabbiakban arra toreksziink, hogy a sin, cos, stb. fiiggvényeket a leg-
egyszer(ibb raciondlis egész fliggvények sordval 4llitsuk els, amelyek a + bx vagy
a+ bx + cx* + dx* + .. alakdak. Ha 4ltaldban f(x) valamely fiiggvénye az x-nek
és ilyen formaban akarjuk el6éllitani, akkor nem varhatjuk, hogy médsod-, harmad-
vagy negyedfoku stb. raciondlis egészfiiggvényre jussunk, mert akkor f(x) éppen
raciondlis egészfiiggvény volna. Ilyenkor tehat azt prébaljuk meg, hogy f(x)-et
végtelen sor segitségével allitsuk eld a kovetkezd formédban:

f(xX)=Ag+A1x+Asx® + Azx> + - -+

A feladat Ag, A1, A, - egyiitthatok meghatdrozdsa. Ez a kovetkez6képpen
torténhet: helyettesitsiink x helyére 0-t, vagyis Ag a fiiggvény O helyen felvett
értéke:
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f0) =4
Allitsuk el8 f(x) sorfejtés mindkét oldaldnak derivaltjat:

() =A1+2-Aox +3-A3x> +4- Aux’+
Helyettesitsiink x helyébe 0-t. Igy tehdt A; = f’(0). Folytassuk tovabb a
derivélast. A médsodik derivalt
Fr)=2-Ar+3-2-A3x+4-3 - Aux’ +5-4-Asx> + - -

Az x = 0 helyettesités révén A, = /(0)/2
Az eljérast folytatva kapjuk a megasabb derivéltakra és egyiitthatokra, hogy

_ Mo Ae = Q)
MR T 2.3.4-5
és igy tovabb. Ha tehét ismerjiik a széban forgé fliggvény differencidl hanyadosait
az x = 0 helyen, akkor f(x) fiiggvény el6allithaté ilyen végtelen sor alakban,
melynek neve Taylor-sor. Ha ez a végtelen sor konvergens, akkor félhasznalhatjuk
az f(x) fliggvény értékeinek a kiszamitiasihoz.

A

Ezek utdn probéljuk meg eldéllitani a sin és a cos fliggvényt Taylor-sor
segitségével.

sin x

A sin x fliggvény Taylor-sora a kdvetkezs:

(sinx)' = cosx (sinx)” = cosx

. " . . vi .
sinx) = —sinx sinx)" = —sinx
(sinx) (sinx)

. " . .
(sinx) = —cosx (sinx)™ = —cosx
(sinx)" = sinx (sinx)" = sinx

és igy tovabb. Lathatd, hogy a negyedik derivaltdl kezdve ugyanaz az alak
ismétlédik. Helyettesitsiik be az x = 0 értéket. Ekkor

(sinx)y—0 =0

(sinx);cz0 =1 (sinx)|_, =1
(sinx);;:0 =0 (sinx ;’;0 =0
(sinx);;o =-0 (sinx ;’io =-1
(sinx);V:O =0 (sinx);’li0 =0

Igy tehat
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© X X

SlnX:X—ﬁﬁ—g—ﬂ-l-

COS X

A cos x fiiggvény Taylor-sora a kdvetkezd:
Mivel tudjuk, hogy cosx a sinx derivaltja, ezért derivaljuk a sinx Taylor-sorat:

o a8

cosx=1—5+ﬂ—a+

Az e* fiiggvény Taylor-sora

A fels6bb matematika egyik legfontosabb fiiggvénye az Euler-féle ¢(x) fliggvény,
amely a kovetkezd végtelen sorként allithaté eld:

2 x3 x4 )CS x6

X X
¢(X):1+T+2—!+§+4—!+§+a+

Allitsuk el6 ¢(x) derivaltjat:

/_1xx2x3x4x5
v (x) = +T+2—!+§+4—!+§+~--

vagyis ¢ (x) = @(x). Ebbdl az lthaté, hogy ¢(x) fiiggvény minden derivaltja
Oonmaga.

Vizsgiljuk meg o(x)*-t, azaz a k-adik hatvdnyanak viselkedését a derivéltra
vonatkozdan. Az elsé derivalt k(p(x)k‘lgol (x). Mivel azonban 4,0’ (x) = @(x), ezért
a derivalt k¢*. Minden egyes derivalds a kitevSvel vald tjabb szorzast jelent. A
@(x)* Taylor-sora tehdt:

' kx (kx)?  (kx)®  (kx)*
o(x) _1+T+ 2 + 3 + 7 +--
vagyis a ¢(x) k-adik hatvanyat dgy kaptuk meg ¢(x) Taylor sordbdl, hogy x
helyébe kx-et helyettesitettiink.
Ha most az x = 1 helyettesitést alkalmazzuk, akkor

k kB K ek
¢(1)k:1+—+—+—+5+—+—+---

valamint k helyére x-et téve

2 x3 x4 x5 x6

X _ rox X X XX X
e =+ttt t

Ebbdl pedig kdvetkezik, hogy

()" = o(x)
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i .
e=cosg+ising

Iml .

A.21. dbra. Az Euler-6sszefiiggés geometriai jelentése. Re a valds tengely, és Im a
képzetes tengely

©(1) nem mds, mint a

1 1 1 1 1 1
‘”(1):“?*5*5*5*5*5*”'
végtelen sor, amelynek Osszegét e-vel jeloljiik, kozelitd6 értéke
2,718281828.... Az elobbi egyenlet tehat felirhaté a kovetkez6 moddon
is:
2 3 4 S

.)C_ — — — — — ..
e _1+x+2!+3!+4!+5!+6!+

Az Euler-formula

Végezetiil térjlink vissza a komplex szdmokhoz, és hasonlitsuk Ossze a sinx és a
cosx fliggvények Taylor-sorat az e* Taylor-soraval. Belathato, hogy

e =cosx +1i- sinx e ¥ =cosx—1i-sinx
illetve
el.x + e—lx . elx _ e—lx
COSX = ———— sinx = ———
2 2

Az e = cosx + i - sinx 6sszefiiggést Euler-formuldnak nevezziik. Geometria
jelentését mutatja az A.21. abra.
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A.22. dbra. A T periddusidejli szinuszfiiggvény az idStartomédnyban és a frekven-
ciatartomdnyban

/R \

/ t | f
| \/ T\/ | ZF

A.23. dbra. A 2F frekvencidji szinuszfiiggvény az id6tartomanyban és a frekven-
ciatartomanyban

A.5. A digitalis sziirések matematikai alapjai

Id6tartomany, frekvenciatartomany

Jeldlje g(r) az id6 T periédusidejii szinusz fiiggvényét. Abrazoljuk g(r)-t, mint az
1d6 fiiggvényét (A.22. dbra bal oldala). A T periédusidé reciproka a frekvencia:
F = 1/T. Abrizoljuk a szinusz fiiggvényt, mint a frekvencia fiiggvényét (A.22.
abra jobb oldala). Hasonlitsuk 6ssze a A.22. &bra két oldalat. Lathatd, hogy
az id6tartomanybeli szinuszfiiggvény ,,képe” a frekvencia tartomdnyban egyetlen
érték, a szinuszfiiggvény F frekvencidja. Az érthetdség kedvéért végezziik el ezt
az 6sszehasonlitast néhdany masik periddikus fiiggvényre is (A.23. 4bra).

Most adjuk Ossze az el6bbi két szinuszfiiggvényt, és vizsgdljuk meg az dsszeg
viselkedését az id6tartomdnyban és a frekvencia tartomanyban (A.24. &dbra). A
A.24. abra jobb oldalan lathaté fiiggvényt a bal oldali spektrumanak nevezziik. A
spektrumbdl leolvashatd, hogy az F és 2F frekvencidjd harmonikus dsszetev6kbol
all a bal oldali periddikus fiiggvényiink.

Fourier-sorfejtés

Legyen g(¢) egy T periddusidejli periddikus fliggvény, azaz g(¢) = g(¢ + kT'). Fou-
rier kimutatta, hogy a minden periddikus fiiggvény felirhaté a kdvetkezd sorfejtés
segitségével:
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(/
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A.24. dbra. A sin(f) és a sin(2t) fiiggvény Osszege az idGtartomédnyban és a frek-
venciatartomdnyban

2 2
gt)=ap+ Z 2akcos( )kt + Z Zbksm( )kt

ahol cos(2n/T)t és sin(2rx/T)t az G.n. alapharmonikusok, mig a sorfejtés
tovédbbi fiiggvényei a k-adik felharmonikusok, az ay,...a; egyiitthatok pedig az
u.n. Fourier egyiitthatok. Az egyiitthatok meghatdrozhaték a kovetkezé mddon:

1 a+T 2 1 a+T 2
ay = —f g(®)cos| = | kedr, by = —f gO)sin| — | ktdt
T J, T Ja

Maisképpen fogalmazva a Fourier-sor barmely tagjahoz tartozd ag,ax, by
egylitthaték ardnyosak a sorbafejtendd fiiggvény és a sorfejtésben szerepld
periddikus fiiggvény szorzatdnak a T periddushosszra vett dtlagaval (integraljaval).

Nézziink meg egy periddikus fiiggvényt, amit jeloljiink g(z)-vel, és abrazoljuk
az egylitthatokat, vagyis a fiiggvény spektrumat. A Fourier-sorfejtést az Euler-
formulara valé tekintettel komplex alakban is felirhatjuk:

g(t) — Z CneiZHnt/T’

n=—oo

ahol C,, a komplex Fourier egyiitthatok.

Paros és paratlan fiiggvények

Nevezziik pédrosnak azokat a fiiggvényeket, amelyekre az s(f) = s(-t), és
paratlannak, amelyre az s(#) = —s(—t) Osszefiiggés igaz (A.25. 4&bra). Fon-
tos Osszefiiggés, hogy a pdratlan fiiggvények origéra szimmetrikus intervallumon
képzett integralja 0, mivel a + és — jeld teriiletek kiejtik egymadst az 6sszegzés
soran, mig a paros fliggvényekre ugyanez az origétol jobbra esé tartomanyra vett
integrél kétszerese. EbbdI kovetkezik, hogy paros fliggvények Fourier-sora csak
koszinusz fiiggvényt tartalmaz, mig paratlan fiiggvényeké csak szinuszos tagokat
tartalmaz.



A.5. A DIGITALIS SZURESEK MATEMATIKAI ALAPJAI 167

'n
I
~=
n
n
~ =

A.26. dbra. Egy periddikus fiiggvény, az amplitidéspektruma (az) és a
fazisspektruma (by)

Periodikus fiiggvények spektruma vonalas, vagyis az F frekvencia egésszamu
tobbszordseinek megfeleld frekvencidk fordulhatnak csak el§ a sorfejtésben (A.26.
abra).

Vizsgaljuk meg a négyszdg impulzus sorozat (A.27. abra) Fourier-sorat. A T
periddus idejli, T hosszasdgi és a magassagi négyszog impulzus Fourier egyiitt-
hatéinak kiszdmitdsakor hasznaljuk ki, hogy a négyszog impulzus fiiggvény paros,
vagyis a Fourier egylitthaték csak koszinuszos tagokat tartalmaznak, vagyis a
by = 0 minden k-ra.

Id6zziink el kicsit a kapott eredménynél. Vizsgéljuk meg a formula visel-
kedését T, T és a véltoztatisaval. Allitsuk be gy 7 és a értékét, hogy az im-
pulzusok teriilete egységnyi legyen, T-t pedig az egyszerliség kedvéért valasszuk
egynek. Ekkor a fiiggvény és spektruma a kovetkez6képpen alakul: ahogy kes-
kenyedik a négyszdg impulzus sorozat, gy szélesedik a spektruma. A spektrum
sz€élesedés egyben azt is jelenti, hogy minél keskenyebb a jelsorozat, annél tobb
nagyfrekvencids 0sszetev6i vannak a jelnek.

Most vizsgéljuk meg azt az esetet, amikor a 7 periddusidé véltozdsdnak
hatdsdra vagyunk kivancsiak, ellenben a jelek hosszat dllandéan tarjuk. Az
egységnyi teriiletl impulzus sorozat spektruma egyre siirtibbé vélik az impulzusok
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A.27. dbra. A négyszog impulzus sorozat

2
T=1
A— 7T
[ 1 Jifl [
'
I 2 4 & 8 k
1< |
| | | s .,
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A.28. dbra. A négyszdg impulzus sorozat jelszélessége (1) véltozdsdnak hatdsa
spektrumra



A.5. A DIGITALIS SZURESEK MATEMATIKAI ALAPJAI 169

I
2

U
=2
e L -
: ‘ P ?
T=4 |
[ S R | R
PR P 3
T=10 —
_l moi s
!

A.29. dbra. A négyszog impulzus sorozat jelhossza (7') valtozasanak hatdsa spekt-
rumra

tdvolsdgdnak novelésével, ami azt jelenti, hogy egyre tobb nagyfrekvencids kom-
ponens jelenik meg. Minden hatdron tdl novelve a jel hosszat (vagyis T — o), a
spektrum vonalak végtelen slirlin fognak elhelyezkedni, vagyis a spektrum foly-
tonossd valik. A 7T — oo egyben azt is jelenti, hogy a periédikus fiiggvény
nem perddikussd, azaz tranzienssé valt. Kimondhat6 tehat, hogy nem periddikus
fliggvények spektruma folytonos.

Fourier-transzformacio

A Fourier-transzforméciot részletesen tdrgyalja szdmos, az irodalomjegyzékben
jelzett konyv, tehét csak érint6legesen mutatjuk be a legfontosabb Osszefiiggéseket.
Legyen s(7) az id6 nem periodikus fiiggvénye. Irjuk fel a kovetkezs kifejezést:

S(f) = f s(tye™"1dy,

ahol S(f) az s(¢) fiiggvény Fourier-transzformaltja, vagyis a frekvenciatar-
tomanybeli ,.képe”, f a frekvencia és i = V-1. S(f)-t gyakran nevezik s(f)
spektrumdnak is, az eljarast pedig Fourier-transzforméciénak. Irjuk fel a kovet-
kez6 kifejezést, amelyet inverz Fourier-transzformdacidnak is neveznek:

s(t) = f ) S(pre*™df,

[Se]
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A.30. dbra. A négyszogimpulzus az id6tartomdnyban

A Fourier transzformalt 1étezésének feltétele, hogy s(¢) fiiggvény szaka-
szonként sima legyen (vagyis derivéltja véges szdmdu hely kivételével folytonos),
és az f_ O:o |s(t)|dt kifejezés konvergens legyen. Ebben az esetben az S (f) Fourier-
transzformdlt meghatdrozhato.

Az s(f) figgvény spektrumdbdl, S(f)-b6l szdmitsuk ki az un. ampli-
dutéspektrumot és a fazisspektrumot a kovetkez6 médon. Az amplitiddspektrum
S (f) abszolutértéke lesz, mig a fazisspektrum, S (f)-nek f-tdl fliggd irdnyszoge
lesz. Jeldlje a spektrum valds részét S,, a képzetes részét Sy. Ekkor az amp-
litddéspektrum a kovetkezd lesz:

SNl = ST + S

S(f)
Su(f)

mig a fazisspektrum

arctan

Néhany specialis fiiggvény Fourier-transzformaltja

A sziirési eljardsok bemutatdsakor sziikségiink lesz néhdny specidlis fliggvény
Fourier-transzformaltjara. Az egyik ilyen kiemelten fontos fiiggvény a négyszog
fliggvény.

Négyszog impulzus. Az tdgynevezett tranziens fliggvények az érdekesek a
szdmunkra, vagyis azok, amelyek nem periodikusak, hanem véges hosszisagu in-
tervallumon kiilonboznek a nulldtdl (ilyenek példaul a digitédlis képek, domborzat
modellek). Vizsgéljuk meg néhdny tranziens fiiggvény Fourier-transzformaltjat.
Az egyik fontos fliggvény a négyszog impulzus (A.30. dbra), amely a kovetkezd:

s(t) = a, ha || < 7/2
=0, egyébként.

Az egyszerliség kedvvért legyen a = 1/7, igy a négyszog impulzus teriilet
egységnyi lesz.
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s(t)

art

-3/T -1/7, /T 3/T
-2/t 2/T t

A.31. dbra. Az id6tartomanybeli négyszog impulzus Fourier-transzformaltja a sinc
fliggvény a frekvenciatartomanyban

Végezziik el a fiiggvény Fourier-transzformacidjat:

00 /2 .
s = [ swerar=a [ g < AT

o 2 nft

Ezt a fiiggvényt szinusz kardindlisz fliggvénynek is nevezik és sinc-vel jelolik
(A.31. dbra).

Dirac-6. Paul Dirac vezette be a réla elnevezett §-t pontszerli objektumok
leirdsdra. Haszndlata megkonnyiti a digitdlis adatrendszerek lefrdsat szdmos
vonatkozdsban.  Definicié szerint legyen ¢ egy olyan fiiggvény (klasszikus

értelemben nem az, hanem dgynevezett. disztribici), amely
o) =0, hat#0
és [ wdt =1

A Dirac-6 szemléletes jelentése egy végteleniil keskeny, és végteleniil magas
amplitidéju impulzus, amelynek ,,gorbe alatti teriilete” egységnyi. Szdmunkra
azért fontos a d-val val6 foglalkozas, mert szamos olyan tulajdonsdga van, amely
a jelfeldolgozds szempontjdbol 1ényeges. A t = fg esetre alkalmazva a §-t, azt
kapjuk, hogy 6(t — tp) = 0, ha t # #y. Lassuk egyik fontos tulajdonsagat, ame-
lyet kivalaszt6 tulajdonsdgnak nevezhetiink. Szorozzunk meg az f(¢) fiiggvényt a
o(t — ty) -val. Ekkor

6t — 10) f(1) = 6(1 — 10) f (t0)

mivel

j‘awmvmm=ﬂm

(%)
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Ez a kivéalasztasi képesség, vagyis a d(#g) az f(¢) fliggvénybdl kivalasztotta a £
-hoz tartoz6 értéket.

A kovetkezbkben vizsgaljuk meg egy Dirac impulzus és egy Dirac impulzus
sorozat Fourier-transzformdltjat. Jeldlje # a Fourier-transzforméciot, amely a de-
finiciéja alapjén:

FL5(0)} = f " S(He gy = 1

(%)

Nem az origéban 1év6 Dirac impulzus Fourier-transzformaltja pedig:

F{o(t—a)} = f 8(t — a)e il gy = o 2mifa

o0

amir8l Euler 6ta tudjuk, hogy

e 4 = cos2nfa —isin2nfa
Dirac impulzus sorozat (az id6tartomanyban) Fourier-transzformaltja:

[ (9]

1
T, St—koy== > 8(f~k/n)

k=—00 k=—o00
ahol 7 -fel jeloltiik a Fourier-transzforméaciot. Ennek az 6sszefiiggésnek még
fontos szerepe lesz a mintavételezés targyaldsakor.

Konvolicio

Legyenek f és f, folytonos fiiggvények. Jelolje konvolicidjukat o = fi * fa,
melyet a kdvetkezd kifejezés definidl:

B = fi(6) % (o) = f F@flt - Dde

Digitalis jelekre alkalmazva az 6sszefiiggést:

o) = i O = Y. ADLE-1)

T=—00

Az eddigiekben csak egydimenzids fiiggvényekkel foglalkoztunk. Koénnyen

altaldnosithaté a konvolicié fogalma kétdimenzids fiiggvényekre is, mint amilyen
a digitalis kép.

A konvolicié tulajdonsagai. A kovetkezGkben roviden Osszefoglaljuk a

konvolicié f6bb tulajdonsédgait (bizonyitds nélkiil). Egyes azonossdgoknak nagy
jelentdsége lesz a digitélis szlirések elméleti hétterét tekintve.

o A konvolucié kommutativ: f(¢) * g(¢) = g(¢) * f(¢)
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o A konvolicié asszociativ: f(t) = [g(¥) * h()] = [f(¢) = g(2)] = h(z)
o A konvolici6 disztributiv: f(¢) = [g(t) + h(t)] = f(t) = g(t) + f(t) = h(?)

e Szorzat Fourier-transzformaltja a spektrumok konvolicidja. Jelolje ¥ a
Fourier-transzformaciot. Ekkor F{g(H)h(t)} = G(f) = H(f),

ahol G(f) és H(f) a g(t) és h(r) fiiggvények spektrumai.

e Fiiggvények konvoliciéjanak Fourier-transzforméltja a spektrumok szor-

zata: F{g(r) = h(n)} = G(HH(f),
ahol G(f) és H(f) az g(r) és h(¢) fiiggvények spektrumai

e Két fliggvény konvolicidjanak derivaltja: (u*v) =u’ *v

e Konvoluci6 Dirac-¢ -val. Konvolvéljuk az f(¢) fliggvényt egy Dirac impul-
zussal: f(t) = 6(t — tg) = f(¢t — to) A Dirac impulzus eltolja a fiiggvényt a
sajat argumentumdban szerepld helyre.

o Konvolucié végtelen Dirac-6 sorozattal

(o)

g > st—kry= ) g(kr)s(t - kr)
k=—c0

k=—o00

Mintavételezés

A szaktudomdnyokban alapvetd jelentdségli az adatnyerés folyamata, amely vol-
taképpen mintavételezés, azaz anal6g-digitdl (AD) konverzié. Mintavételezéskor
analog jelekbol éallitunk eld digitdlis jel sorozatokat, mdaskor eleve diszkrét
mintavételi pontokban torténik az adatnyerés. A mintavételezés folyamatdnak
megértése nagy jelentdségili, mivel az adatokbdl levonhaté kovetkeztetések fligg-
hetnek a mintavételezés modjatol.

Nevezziik mintavételi tdvolsdgnak (7) két mintavétel kozotti intervallumot,
amely, ha id6sorokrél van sz6, akkor id6 dimenziéjd, de lehet tdvolsdg dimenziéju
is, ha két mintavételi pont kozott térbeli tdvolsdgrol van sz6. Itt és most csak a
szabalyos mintavételt targyaljuk.

A kovetkezbkben véazlatosan A4ttekintjiik a mintavételezés legfontosabb
torvényszertiségeit, egyenletes mintavételezést feltételezd esetekben. Az egy-
szerliség kedvéért idsorokkal, vagyis egy dimenzids problémékkal foglalkozunk,
amik teljes mértékben éltalanosithatok tobb dimenzids esetekre is, mint amilyen a
haromdimenzids terepmodell.



174 FUGGELEK A. MATEMATIKAI OSSZEFOGLALO

T g(t)

I

{ S(t-kt) g(t-k7)

1 ”‘t

A.32. dbra. A mintavételezés eredménye egy olyan impulzus sorozat, melynek
tagjai az eredeti fiiggvénynek a mintavételi helyen felvett értékei

'

Mintavételi tétel

Legyen T az tigynevezett mintavételi tivolsag. Abrazoljuk a g(r) id6fiiggvényt és
a mintavételezés eszkozét, a Dirac-impulzusok sorozatit, majd a mintavételezés
eredményét, a digitalizalt id6fiiggvényt (A.32. dbra). A mintavételezés tehat nem
mads, mint a g(¢) id6éfiiggvény és a Dirac impulzus sorozat szorzata:

(5

g > st—kry= ) g(kr)s(t - kr)

k=—00 k=—oc0

Vizsgaljuk meg az anal6g fiiggvény és a mintavételezett spektrumat. Jeloljiik
G(f)-fel az eredeti, és G4(f)-fel a digitalizalt fiiggvény spektrumat. A Dirac-
0 Fourier-transzformaltjanak és a konvoliicié tételek felhaszndldsaval felirhaté a
mintavételezett fiiggvény spektruma:

1 < k
Ga(f)= Gy~ ) 8(f =)

k=—00
vagyis

(o)

1 k
Ga(f)=~ )} G(f =)

k=—c0
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__________

A.33. dbra. A mintavételezés a spektrumot periédikussa teszi. Az dbra felsd részén
az analdg jel spektruma l4thatd, mig kézépen a Dirac-6 impuzus sorozat Fourier-
transzformaltja, alul pedig a digitalizalt jel perddikussé vélt spektruma, amelyrdl
egy jol megvalasztott négyszogfiiggvénnyel (szaggatott gorbe) levaghatjuk a spekt-
rum ismétlddést, az aliaszokat

Ertelmezziik a kapott eredményt. A kifejezés jobb oldala szerint a digitalizalt
jel spektruma periodikus, ami azért érdekes, mert aperiodikus fliggvények (vagy
mads néven tranziens fiiggvények) spektruma nem periodikus fiiggvény, vagyis a
mintavételezés az eredetileg nem periodikus spektrumot periodikussé teszi (A.33.
abra).

A spektrumnak a —1/27 és 1/27 esd részét a spektrum f6 részének, az fy =
1/27 értéket Nyquist-frekvencidnak nevezziik. A spektrum tobbi részén a f6 rész
fn periddussal ismétlédik. A fenti formuldkbdl vildgosan kiolvashatd, hogy az
analég és a digitalizalt fiiggvény spektruma jelentésen eltérhet egymastdl, ha az
analég fiiggvény tetszbleges frekvencidju jeleket is tartalmazhat. Ha azonban
létezik egy olyan felsd hatdrfrekvencia (fy), amelynél nagyobb frekvencidji jel
nem fordulhat el6 (példaul valamely érzékeld eszkoz atviteli képességei miatt),
akkor beldthatd, hogy a felsd hatarfrekvencia és a T mintavételi tdvolsdggal még
atvihet6 legnagyobb frekvencia kozott igaz a kovetkez6 Gsszefiiggés:

fr< v

vagyis

1
TS —
2y

Ez az 6sszefiiggés a mintavételi tétel. Jelentése, hogy mintavételezéskor a még
atvihetd legnagyobb frekvencidhoz, fr-hez tigy kell megvélasztanunk a mintavételi
tdvolsdgot (7 ), hogy teljesiiljon a mintavételi tétel.

Ha ennél kisebbre valasztjuk a mintavételi tadvolsagot, akkor feleslegesen stirtin
mintavételezett adatrendszert kapunk, ha pedig ennél nagyobbra, akkor nem fog
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AVAAVELN

L
T

A.34. dbra. A mintavételi tdvolsdg helytelen megvalasztdsa kovetkeztében torzult
a spektrum. A megismételt részek atnyilnak a f6 részbe, €s azt mddositjak

teljesiilni az fy fels6 hatarfrekvencia szerinti jelatvitel. Tulzottan ritka min-
tavételezéssel tehat feliilvagast fogunk végrehajtani az adatrendszer spektruman.
Torzul tovdbba a spektrum {6 része is (A.34. 4bra), mivel a megismételt részek
,,atnyudlnak™ a f6 részbe.

Az analog jel visszaallitasa

Lathattuk, hogy bizonyos esetekben a digitalizdlds (mintavételezés) adatvesztéssel
jarhat. Tekintsiik at, hogy mikor nem vesztiink adatot. A megfeleléen min-
tavételezett digitalis adatrendszerbdl az eredeti analdg jel pontosan visszaallithat6.
(Akkor mondjuk megfelel6en mintavételezettnek az adatrendszert, ha teljesiilt a
mintavételi tétel.)

Ha pontosan vissza kivanjuk 4llitani az eredeti analdg jelet a mintavételezett
jel spektrumébdl ( G4(f) ), akkor el kell tiintetniink a spektrum f6 részein kiviili
részeit, mivel a mintavétel periddikussd tette a tranziens fiiggvény spektrumit,
vagyis meg kell szoroznunk G4(f)-t egy olyan négyszog fiiggvénnyel (A.33. 4bra),
amelynek magassiga T, szélessége 1/7. Igy egyszertien kikiiszoboljiik a min-
tavételezéssel belevitt periodicitast, vagyis visszakapjuk az analdg jel spektrumat.
Az ismertetett gondolatmenet akkor adja vissza a jelet az id6 tartomdnyban, ha
visszakapott spektrumot inverz Fourier-transzformaljuk.

Idézziik fel a konvoldcié tulajdonsigait és a négyszog-fliggvény (inverz)
Fourier-transzformaltjat.  Beldthatd, hogy a 7 magassagi és 1/7 szélességii
négyszogfiiggvénnyel vald szorzds a frekvencia tartomdnyban a sinc fiiggvénnyel
val6 konvolicidt jelent az id6tartomanyban.

Jelolje s(f) a négyszogfiiggvényt. Ekkor a spektrumismétlédést megsziintetd
levagéasra irhatd, hogy

Ga(f)r- s(f1) = G(f)

Igy elértiik, hogy az analég és a digitalis adatrendszer spektruma azonos lesz,
amely egyben azt is jelenti, hogy a digitalis adatrendszerbdl adatvesztés nélkiil
visszadllithat6 az anal6ég adatrendszer.

A mintavételezés azonban az idGtartomdnyban torténik, ezért meg kell
értenilink azt is, hogy az amuigy meglehetSsen egyszerli miivelet a frekvencia tar-
tomanyban — marmint a spektrum f6 részén kiviili tartomény levigdsa — mit je-
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A.35. dbra. Az analdg jel helyredllitsa a digitalizalt jelbdl

lent az idGtartomanyban. A digitalizalt adatrendszer levagott spektruménak inverz
Fourier-transzformacidjaval

FHGu) = ), gkr)slt —kr)
k=—o00

valamint annak figyelembe vételével, hogy

F 7 - s(fr)} = sinc(t/t - k)

az analdg jel visszadllitdsa az idGtartomanyban a kovetkez6 mddon lehetséges:

[ > gt - k‘r)} sinc(t/t) = ) glkt)sinc(t/t — k)

k=—co k=0

vagyis a visszadllitott értékek a mintdk és a sinc fiiggvény megfeleld ar-
gumentummal vett értékeinek szorzata. Ez azt jelenti, hogy az igy visszaka-
pott értékek pontosan azonosak az egyes mintdk értékeivel, valamint az analdg
fliggvény tetszdleges helyén felvett értékek eldallithatok a mintdknak és a meg-
feleld argumentummal megadott sinc fiiggvényértékek szorzatdnak 0sszegzésével
(A.35. dbra). Természetesen csak akkor igazak ezek a megéllapitdsok, ha teljesiilt
a mintavételi tétel.

Tdl nagyra védlasztott mintavételi tdvolsdggal, azaz tdl keskenyre valaszott
csonkito fliggvénnyel (amivel a spektrum ismétlédést levagtuk) az analég jel spekt-

ruma nem allithat6 vissza pontosan, mivel a tdl ritka mintavétel feliilvdgast hajtott
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A.36. dbra. A tul nagyra vdlasztott mintavételi tdvolsag (azaz a tul kicsi felsd
hatdrferekvencia fy,) hatdsdra a spektrum torzul, és az eredetileg helyes felsd
hatdrfrekvencia (fr), és az uj mintavételhez tartozé (fy,) fels6 hatdrfrekvencidja
kozotti spektrum tartomény eltlinik a jelbsl

végre a spektrumban (A.36. dbra). El6fordulhat, hogy ez a spektrum torzulds nem
zavard, mivel példdul ha digitdlis képre alkalmazzuk a ritkitdst, akkor a megje-
lenitd eszkoz felbontoképessége eleve megszab egy fels6 hatarfrekvenciat, ame-
lynél siirtibben mintavételezett adatot nem tud megjeleniteni.
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