EOTvHs LORAND TUDOMANYEGYETEM

INFORMATIKAI KAR
INFORMACIOS RENDSZEREK TANSZEK

Konvex- és mozgo objektumok indexelése

Diplomamunka

Témavezeto: Készitette:
Dr. Benczur Andras Orgovan Krisztina
egyetemi tanar programtervez6 matematikus szak
ELTE IK NAPPALI tagozat
Budapest

2011



Tartalomjegyzék

Tartalomjegyzék
Lo BRVEZELES ... 3
2. Az indexelés fogalma ................ccooiiiiiii 6
2.1 Adattarolas és adatKezelés.................ocoiiiiiiiiiiiii 6
2.2 INAEXEIES ... 8
2.3 BT INUEX ..t 12
3. Térbeli adatok tarolasa és indexelése..................ccooviiiiiiiini i, 15
3.1 A térinformatikai adatmodellek ......................ccoooiiiii s 15
3.1.1 Araszteres adatmodell............coooi 15
3.1.2 A vektoros adatmodell.............coooi 17
3.2 Térbeli INAeXElES.............ooviiiiiiiiiii e 18
4. Teriiletalapt MOASZETEK .............ccviiiiiiiiiii i 21
O R 1 g o [T 1o [ SR OPRRSP 21
AL L FIX QU oo 21
B.1.2 GO FHB oo 24
B2 KO-TA. .ot 29
4.3 Adaptiv KA-Ta........ccooiiiiiii e 32
A4 KO-BTa .o e 34
A5 BSOP-Ta. it neenres 35
4.6 Terkitoltd vonalak...............c.oooiiiiiiii 37
B.6.1 Z-VONAL ... 37
4.6.2 HIIDEIT-GOTDE ..o 38
4.7 Neg@yedelG-Ta...........ccoiiiiiiiiiiii s 39
4.7.1 PONE NEEYTA ..o 39
4.7.2 Ponttartomany NEEYIA .........ccovviiiiiiiiece s 41
4.77.3 Tartomany NEZYTA ..o 45
4.8 Linearis negyedelf-Ta.............ccocooiiiiiiiiiiiii e 47
4.9 Z-rendezO Fa...........ccoooiiiiiiiii e 51
5. Adatvezérelt MOASZErek ................oooiiiiiiiiiiii 54
TR A - S SUSSSRRR 54
B2 RT T8ttt 62
5.3 R BBl rvettaeees s 64
5.4 R-fak Koltség-modellje ... 67




Tartalomjegyzék

5.5 Szegmensfa és intervallum fa..................ccccoiiii i 68
5.5.1 A szegmensfa két VAItOZata ..o 69

5.5.2 Pont tartalmazas vizSZAlata ... 74

5.5.3 Pont tartalmazas kiterjesztése magasabb dimenziora (2D)........ccccccvvvivcinnenee 76

5.5.4 Szegmensek metszetének vizsgalata ..., 79

5.5.5 Téglalapok metszetének vizsgalata.........cocoovviieiiininiincniicnicceees 80

5.6 Konvex alakzatok indexelése...................c.cocooiiiiiiiiiiii e 82
5.6.1 Pont tartalmazas vizSZAlata ... 86

5.6.2 Alakzatok metszetének vizsgalata..........cccooviiininiiiiici e, 89

5.6.3 Trapézfelbontds tovabbi lehetOSEZEI ........ocovuiviiiiiriiriiccee s 90

5.6.4 Az indexelés idObeli VAIt0Zatal ........cccocuveeiiiiiiiciiccc s 94

6. Mozg0 objektumok indeXel€se.................cooiiiiiiiiiiiiieiie e 95
TN N o = - SRRSO 95
6.2 TPR-fak Koltség-modellJe..........cooiviiiiiii e 98
6.3 ParametriKus R-fa..........ccooooiiiiiiic e 101
6.3.1 Parametrikus adatmodell. ... 101

6.3.2 Parametrikus R-Ta ..o 103

6.4 Gyakorlati felhasznalas ................c.ccooiiiiiiiiii 106

7. OSSZEFOGIANAS. ..o s 108
KronolOgia ............cooooiiiiii s 109
ADTAJEZYZEK ...ttt 110
IrodalomjegyzZEK: ..o s 112
KOSzonetnyllvVANIEAS ... 114




1. FEJEZET: Bevezetés

1. Bevezetés

Szamos kozismert példa mutatja meggydzden, hogy napjainkban egyre né a helyhez
kotott informécio jelentdsége. A ,hely” altaldban sikon értelmezhetd, gyakran azonban
a domborzati magassagokkal is szamolni kell, olykor pedig az id6, mint tovabbi
dimenzio egésziti ki az el6zoket. A térinformatika szerepe a tarsadalmi, gazdasagi,
mezogazdasagi, kornyezet- és Kkatasztrofavédelmi, valamint telepiilésfejlesztési
Osszefliggésekben meghatarozo, és alkalmazasi teriiletei rohamosan boviilnek. A
térinformatika eredményeinek magancélu felhasznalasa is egyre szdmottevobb, példaul
a tajékozodas hardver- és szoftvereszkozeinek igénybevételével.

A geoinformatikai alkalmazasok mindegyikében igen nagy mennyiségli adat
hatékony tarolasat és kezelését sziikséges megoldani. Az egyre bonyolultabb feladatok
megoldasa és az egyre kifinomultabb algoritmusok implementalasa hatékony indexelési
modszerek megvalasztasat teszik sziikségessé. Diplomamunkdm alapvetd célkitiizése a
legismertebb térbeli indexelési eljarasok Osszegylijtése és bemutatasa. Valasztdsomat
személyes érdeklddési korom is motivalta. Egyetemi tanulmanyaim sordn leginkabb
harom teriilet keriilt kozel hozzadm; amelyek a kovetkezOk, az algoritmusok és
adatstruktardk  elmélete, az  adatbaziskezelés, illetve  altalanosabban az
informaciokezelés vilaga, valamint a térinformatika alkalmazasai. Témavalasztdsom
kreativ mddon 6tvozi ezt a harom teriiletet.

A kovetkezd, masodik fejezetben attekintem a diplomamunkdm tovéabbi részeinek
megértéséhez sziikséges alapvetd ismereteket. Az adatbaziskezelés alapfogalmai utan
foként az indexelés lehetséges modszereit €és felhasznalasi céljait mutatom be atfogo
jelleggel. Az indexelések koziil részletesebben a B-faval foglalkozom, mivel a tovabbi
fejezetekben hasznalt strukturdk alapvetden erre épiilnek.

A harmadik fejezetben ratérek a térbeli adatok tarolasara. Eldszor is érintem a
raszteres €s vektoros adattipust, amelyek alapvetden eltérd kezelési modot igényelnek.
Dolgozatomban — néhany példatol eltekintve — a vektorizalt adatok allnak a vizsgalat
eléterében. Hosszabban foglalkozom ezutdn a térbeli indexelések bemutatdsaval,
kiemelve az egydimenzids indexeléstdl valo eltéréseket illetve a hasonlosagokat is. Az
indexeld eljarasoknak két tipusat vezetem be, amelyeknek modszereit a kovetkezd két
fejezetben mutatom be részletesen. A szakirodalmakban tobbféle osztalyozassal

talalkoztam, én mégis ezt a felosztast tartom kdvetenddnek.




1. FEJEZET: Bevezetés

A negyedik fejezetben az elsé csoportba tartozé6 modszerekkel foglalkozom
részletesen. A kozos jellemzéjiik, hogy mindegyik indexelés a keresési teret osztja fel
kiilonbozd alaku és méretii teriiletekre. Ezen tulajdonsag alapjan, ebbe az osztalyba
soroltam a grid index két tipusat, a fix gridet és a grid-file-t (dinamikus grid), a kd-fat és
annak egy gyakrabban hasznalt valtozatat, az adaptiv kd-fat, a kd-fa és a B-fa egy
lehetséges otvozetét, a kd-B-fat és a BSP-fat. Ebbe a fejezetbe ismertetem a térkitoltd
vonalak két ismert valtozatat a Hilbert-gorbét és a Z-vonalat. Ezek ismeretében térek ra
a negyedelo-fara és annak harom — felhasznalastol fiiggd — fajtdjara, a linearis
negyedeld-fara, illetve a Z-rendez6 fara. Mindegyik struktura esetén el6térbe helyezem
a pont- és ablaklekérdezés algoritmusait, az alfejezetek végén pedig roviden érintem a
hatékonysagi tulajdonsagaikat.

Az 6todik fejezetben attérek az adatvezérelt modszerekre, amelyek nem a térbdl,
hanem az abban elhelyezkedé objektumokbol indulnak ki, és valamilyen téglalap
kozelitéssel szervezik az alakzatokat egy adatszerkezetbe. Ide soroltam a
térinformatikdban leggyakrabban hasznalt R-fat és annak a csaladjaba tartozo R*-fat és
R’-fat. Mindhdrom esetben részletesen leirom a hozzajuk tartozo keresés, torlés és
beszlrés algoritmusait. Az R-fak témakorét a koltség modelljiik elemzésével zarom.
Ebben a fejezetben kap helyet az a mélyebb, 6nallé6 munkat igényld ismertetés, amely a
szegmensfa €s intervallumfa behato targyaldsa utan a konvex alakzatok indexelésére tér
at. A szegmensfa az Gn. sik soprés (plane sweeping) moédszerét tamogatja, és az
alakzatok befoglald téglalapjaval kapcsolatban olyan alapvetd kérdések hatékony
megvalaszolasat teszi lehetdvé, mint a pont tartalmazas, illetve a metszé szegmens- és
téglalapparok meghatdrozasa.

Diplomamunkam szdmomra legizgalmasabb része, a konvex alakzatok indexelése,
kovetkezik ebben a fejezetben. Abbol a feltételezésbdl indulok ki, hogy trapézokra
bontassal egy olyan vegyes indexelést lehet megvalositani, amellyel a kordbban
osztatlan alakzatokat a részekre osztds finomsagaval lehet kezelni bizonyos
lekérdezések megvalaszolasa soran. Kideriilt azonban, hogy a trapézokhoz nem minden
esetben illeszkedik jol a szegmensfa index illetve a mogotte allo sik soprés elve.
Ehelyett a masodlagos indexeléshez hasznalt kiegyensulyozott binaris kereséfakbol
indultam ki, vagy pedig a szeletekre bontast kovetéen a létrejott trapézok befoglald
téglalapjaira kellett attérni.

A hatodik, zar6 fejezetben foglalkozom a térinformatikai tarolas egy specialis

esetével, amelyben az id6, mint uj dimenzio jatszik szerepet. Az egyik legalapvetobb
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indexelés mozgod objektumok esetén a TPR-fa, amely a fejezet jelentds részét képezi. A
TPR-fa alfejezet utdan a koltség modelljét elemzem, majd attérek a masik mozgo
alakzatokat kezel6 adatszerkezetre. a parametrikus R-fara. Az utdbbiak alkalmazasakor
nem csak az id6, hanem az alakzatoknak egy Un. sebesség vektora is meghatarozo. A
fejezet legvégén egy gyakorlati alkalmazasra mutatok példat.

Dolgozatom végén Osszefoglalom a munkdm legfontosabbnak tekinthetd
eredményeit.

Igyekeztem mondanivalomat sok szemléletes abraval illusztralni. A csaknem 60
abra koziil szamosat magam rajzoltam meg, egy része pedig az irodalomjegyzékben
szereplo forrasokbol szarmazik.

A dolgozatot, a tobb mint 20 indexelési modszer keletkezésének kronologiaja,

abrajegyz€k és irodalomjegyzék zarja.




2. FEJEZET: Az indexelés fogalma

2. Az indexelés fogalma

Ebben a fejezetben attekintem a diplomamunkam tobbi fejezetéhez sziikséges alapvetd
ismereteket. Az dsszefoglalas nem a legnagyobb részletességgel késziilt, hanem inkabb
atfogo jellegli. Csak a B-fa indexelés keriil leirasra, de ezen Kkiviil természetesen
léteznek egyéb eljarasok is. Azonban ezek az egyéb indexelések, a dolgozatban

ismertetésre keriild térbeli indexelési modszereknél, nem jatszanak szerepet.

2.1 Adattarolas és adatkezelés

Egy adatbazis-kezel6 rendszer (DBMS — Database Management System) barmely
formaja két 6 funkciot kell, hogy ellasson. Tamogatnia kell nagyon nagy mennyiségii
adatok tarolasat, emellett a tarolt adatok hatékony és gyors kezelését. Adatkezelésen
altalaban az adateléréseket illetve a rajtuk valo kiillonboz6 miveletvégzéseket értjiikk. Az
adatokon végzett leggyakoribb miveletek a kiilonb6z6é szempontok alapjan vald
lekérdezések (SELECT) mellett, a besziras (INSERT), a torlés (DELETE) ¢és a
modositas (UPDATE).

Az adatkezelések a kozponti memoridban torténnek. A memoria véletlen
hozzaférésii, azaz barmelyik bajt elérési ideje kozel ugyanakkora.

A rendszer egyik legfontosabb jellemzdje, hogy az adatok tarolasara a kdzponti
memoria mellett masodlagos adattarolokat hasznal, mas néven hattértarolokat. Ez a
taroloknak olyan formaja, amely lényegesen lassabb, de ugyanakkor sokkal nagyobb
kapacitasu, mint a kozponti memoria. Manapsag a masodlagos tarolas szinte kizarolag
magneses lemezeken alapul. A lemezek teljes szerkezetének részletes ismertetését itt
nem adom meg, a téma megértéséhez elég lesz par alapvetd tulajdonsag kimondasa.

Egy lemez fix méretli blokkokra van felosztva. A lemez blokkjainak mérete 4 KB
¢és 56 KB kozo6tt mozog. Példaul az Oracle adatbazis-kezeld rendszer alapértelmezésben
8 KB-os blokkokat hasznal. Az adatfajlok, nevezziik 6ket relacioknak, ilyen blokkokban
helyezkednek el a hattértarolon. Egy relacié rekordjai tobb blokkot is elfoglalhatnak.
Adatok olvasasakor ¢és irasakor a lemez és a kdzponti memoria kozott az adatfajlok,
vagy azoknak részei, blokkok formajaban mozognak (virtualis memoria). Egy blokk
jelenti a legnagyobb, egyszerre atvihetd egységet. A kozponti memoridban egy
blokknak egy lap felel meg. A blokkmozgatasokért az adatbazis-kezelé rendszer sajat

maga a felelds. Az adatmozgasokat rdviden /O miiveleteknek nevezziik. Egy
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adatmozgatds minden esetben koltséggel jar. A feltételezés az, hogy az I/O miveletek
koltsége ardnyos a kozponti memoria és a hattértarold kozott mozgatott blokkok
szamaval. Mint azt az el6zéekben emlitettem, az adatkezelések a kozponti memoridban
mennek végbe, az adatok tarolasa pedig egy masodlagos tarolon torténik, igy minden
esetben, mikor adatokat kérdeziink le, vagy adatokat modositunk, kézben legaldbb két
/O miiveletet is végrehajtodik. Egy a hattértarolordl a kozponti memoridba vald
adatolvasaskor, egy pedig a kdzponti memoriabol a lemezre vald visszairaskor. Az
adatbazis-kezelOk szamara ezek a blokkmozgatasok jelentik a legnagyobb koltségeket.
Egy I/O miiveletigénye nagysagrendekkel nagyobb, mint a kdzponti memoridban az
adatokon végzett miiveletek koltsége. Az utdbbiaké olyan kicsi, hogy jelen esetben el is
hanyagolhato.

Akar egy, akar tobb blokkban tarolt relacio esetén, ha a relacio soraira vagyunk
kivancsiak, meg kellene vizsgalni a hattértarold 6sszes blokkjat, illetve azoknak, és a
benniik 1év6 rekordoknak a fejléceit, hogy megtudjuk azt, hogy a kérdéses relacié sorai
mely blokkokban helyezkednek el.

Egy példa SQL lekérdezés a Személyek(TAJszdm, név, cim, sziildat, életkor)
tablabol:

SELECT * FROM Személyek;

Az ilyen tipusu lekérdezéseknél lathatjuk, hogy nem j6 megoldés, ha egy relacid
sorait reprezentalo rekordokat szétszorva, a hattértarolo kiilonboz6 blokkjaiban
helyezziik el. A kereséskor til sok I/O miiveletet kellene végrehajtani ahhoz, hogy az
Osszes blokkot atvizsgaljuk. A megndvekedett miiveletigény a keresést nagyon
lelassitja.

Ha el6re, a rekordok beszurasanak megfeleld sorrendben, lefoglalunk blokkokat
egy relacid szamara, akkor a keresett rekordokat tartalmazo blokkokat konnyedén
megtalalhatjuk az egész hattértarold atvizsgalasa nélkiil is. Azonban ez tovabbra sem
segit, ha a relacid egy olyan sordra vagyunk kivancsiak, melynek egyik mezdje
megegyezik egy elére megadott értékkel. llyen feltételes SQL lekérdezés lehet példaul:

SELECT * FROM Személyek WHERE név = 'Béla’;

Egy feltételes lekérdezés eredményének meghatirozasdhoz végig kellene nézni

minden olyan blokkot a hattértarolon, melyben a Személyek relacio sorait reprezentald

rekordok megtalalhatok és ezek koziil kikeresni azokat, amelyekre a név = ‘Béla’ feltétel

teljesiil. A keresés még mindig nagy koltségekkel jarna az I/0 miiveletek szdma miatt.

-7-



2. FEJEZET: Az indexelés fogalma

Az egyik cél tehat, a rekordokbol allo adatallomany fizikai tarolasa a blokkokban
ugy, hogy az adatokhoz val6é késobbi hozzaférés minél gyorsabb legyen. Erre tobb
ismert modszer is 1étezik. A tarolt adatok gyors elérése azonban nem kizarolag a tarolas
modszerétdl fligg. Itt kap jelentdséget az indexelés fogalmanak bevezetése, és az, hogy

egy index hogyan gyorsitja meg a kereséseinket.

2.2 Indexelés

Az eldz6 alfejezetben emlitett feltételes lekérdezések hatékony végrehajtasahoz gyakran
hozunk 1étre a relaciokon egy vagy tobb indexet. Az index egy olyan adatszerkezet,
melynek segitségével gyorsan megtalalhatjuk azokat a rekordokat, amelyek adott
tulajdonsaggal rendelkezd mezdket tartalmaznak. Az emlitett tulajdonsag egy rekord
egy vagy tobb mezdjének az értékére vonatkozik. Az index lehetévé teszi, hogy
kereséskor a rekordoknak csak egy kisebb halmazat kelljen megvizsgalni. Minél kisebb
a megvizsgalando halmaz, annal kevesebb koltséggel jar a miivelet elvégzése.

Indexet egy adattabla egy vagy tobb oszlopara hozhatunk létre. Egy index alapjaul
szolgalo oszlopot keresési kulcsnak neveziink. A keresési kulcs nem feltétleniil egyezik
meg a relacid barmely mas kulcsaval, illetve nem sziikséges, hogy egyedi legyen, azaz
egy kulcsérték tobbszor is szerepelhet. Tovabba az sem elvaras, hogy a tablazat barmely
index attribitumara nézve rendezett legyen.

A legegyszeribb index kulcs és mutatd parokbol all. A kulcsok értékei
megegyeznek a relacié indexelt oszlopanak értékeivel rendezett sorrendben, fiiggetlen
attol, hogy maga az adattdbla az index attributuma szerint rendezett volt-e vagy sem.
Egy kulcshoz tartozd6 mutatdé az adattablaban arra a rekordra mutat, amely az adott
kulcsértéket tartalmazza. Ezek a kulcs-mutatd parok szintén blokkokba szervezddnek,
amiket indexblokkoknak neveziink. Egy index tehat tekinthet6 ilyen indexblokkok
sorozatakeént is.

Ha az indexben az adattabla keresési kulcsanak minden értéke szerepel, akkor siiri
indexrél beszéliink. Ha a relacionak csak néhany rekordjahoz tartozik bejegyzés az
indexben, akkor azt ritka indexnek nevezziik. Ebben az esetben az adatfajl minden
blokkjahoz egy indexbejegyzés tartozik, igy az indexrekordok szama egyenld az adatfajl
blokkjainak szamaval.

Az indexek kozott tovabbi kiilonbséget jelent, hogy elsédleges vagy masodlagos-e

az index. Elsédlegesnek nevezziik azokat az indexeket, amelyek meghatarozzak az
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indexelt rekordok helyét, azaz, az adatfajl a keresési kulcs attributumara nézve rendezett
(szekvencialis fajl). Tipikus eset, mikor egy adattabla egy oszlopara elsédleges kulcsot
hozunk létre, amivel automatikusan létrejon az oszlopra egy index is. Jellemzd, hogy az
adatbazis-kezeld rendszerek az adattabldikat az elsOdleges kulcsuk szerint rendezve
taroljak, igy a l1étrejott index is els6dleges lesz. Egy relaciora csak egy elsddleges index
hozhato 1étre, mert egy indexelt tabla egyszerre csak egy attribitumara nézve lehet
rendezett. Egy els6dleges index lehet siirii is és ritka is.

Ha az elsédleges index ritka és a keresési kulcsok egyediek, akkor az adatfajlhoz
tartozd blokkok legelsé és egyben legkisebb kulcsértékli rekordjahoz tartozik csak
indexbejegyzés (2.1 abra). Nem egyedi kulcsokra Iétrehozott, ritka, elsédleges index
hasznalatakor egy jo megoldas, ha az index az adatfajl minden blokkjanak legkisebb, uj
eléfordulast kulcsértékéhez tarolunk egy indexrekordot (2.2 abra). Ha egy blokkban
nincs az el6z6 blokkokhoz képest 11j eléforduldsu érték, akkor a legelsdre mutat az

indexiink mutatdja.

10 > 10 10 > 10
30 — 20 10 — 10
50 ——I 20 -——\L‘
70| — 30 0| — 10
% 40 20
40 —
11 — 50
0 stb. S— 20
130 60
] 30
150 — \l
1 70 1 20
170 — 80
190 — 30
210 ——w 90 \
230 ——\l 100 40
) 5
2.1 abra: Ritka elsddleges index 2.2 abra: Ritka elsddleges index
egyedi keresési kulcsokra nem egyedi keresési kulcsokra

Egyedi kulcsokra létrehozott, siirti, elsddleges index hasznalatakor, a megadott
definici6 szerint, minden adatrekordhoz tarolunk egy indexrekordot (2.3. abra). Abban
az esetben, ha a kulcsértékek nem egyediek, a stiri index méretét tovabb csokkentheti,
ha a relacio azonos kulcsértékeihez az indexben csak egy rekordot tarolunk, amelynek

mutatéja az adott Kkulcsérték els6é eléfordulasara mutat (2.4. abra). A fajlunk
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rendezettsége miatt, az elébbiek alapjan mar konnyedén megtaladlhatjuk a tovabbi

rekordokat is.

10 » 10 10 > 10
20 » 20 20 — 10
30 ]
30 —
40 —% 30 o — 10
40 20
50 —L 50 ]
60 — 50
L stb. | —] 20
70 — 60
| 30
80 — \1
l 70 —“1
90 80 30
100 — 30
110 — 90
120 ——\l¥——> 100 40
1 50
2.3 abra: Siird elsddleges index 2.4 abra: Sir( elsédleges index
egyedi keresési kulcsokra nem egyedi keresési kulcsokra

Eléfordulhat azonban, hogy a gyorsitas érdekében az adattablan tovabbi indexek

létrehozasara is sziikségiink van. Tekintsiik ehhez az alabbi SQL lekérdezést:
SELECT TAJszam, név FROM Személyek WHERE sziildat =°'1983-11-12’

A Személyek relacié elsédleges kulcsanak megfelel a TAJszdm oszlop, mert az
abban szereplé értékek biztos, hogy egyediek, hiszen nincs két kiilonb6z6 személy,
akiknek a TAJ szdma ugyanaz lenne. Feltételezziik, hogy a tablazatunk a TAJszdm
oszlopa szerint novekvéen rendezett. Azaltal, hogy elsédleges kulcsnak tekintjiik ezt az
oszlopot illetve a relacié rendezettsége miatt, azonnal kaptunk is egy elsddleges indexet.
Mi azonban most szeretnénk, az SQL lekérdezésben szerepld, sziildat =’1983-11-12’
feltételnek megfeleld rekordok keresését felgyorsitani. Sziikségiink lesz még egy
indexre a reldcid sziildat attributuman is. Ez egy mésodlagos index lesz. Egy relaciora
tobb masodlagos index is létrehozhatd, de masodlagos index kizarolag strti lehet. Ritka
esetrdl nincs értelme beszélni, hiszen az adattdbla a masodlagos index attributuma
szerint nem rendezett. Az index ritkasagabol adodoan, minden adatblokkra csak egy
mutaté mutatna, igy ezekbdl a rendezetlenség miatt nem tudnank kovetkeztetni az adott

blokk tobbi rekordjara.
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2. FEJEZET: Az indexelés fogalma

Egy index létrehozéasdnak SQL utasitasa példaul az alabbi lehet:
CREATE INDEX szem_idx ON Személyek(sziildat);

A fenti utasitas a Személyek tabla sziildat attributumara hoz 1étre egy szem_idx
elnevezésii indexet.

A bemutatott néhany indexelési lehet6ségb6l konnyen észrevehetd, hogy az
indexek hogyan gyorsitjak fel a kereséseinket.

Egyik legfontosabb el6nyiik, hogy az indexblokkok szama joval kevesebb lesz,
mint az adatfajl blokkjainak szdma, mert az indexben a teljes rekordsorok helyett csak
kulcs és mutatd parok vannak. Ritka index esetén ez még jobban tiikrozddik. Ha az
index kellden kisméretii, akkor a leggyakrabban hasznalt blokkjai, vagy akar az egész
index, a kézponti memoriaban is tarolhatd. A kdvetkezmény az, hogy az I/O miveletek
koltsége jelentdsen lecsokken, akar teljesen el is tlinhet, meggyorsitva ezzel a
kereséseinket. A slri index legnagyobb elénye, hogy a ,létezik-e K kulcsértékkel
rendelkez6 rekord” tipusu lekérdezésekre azonnali valasz adhatd beolvasas nélkiil is.
Ritka index estén mar legalabb egy I/O miiveletre sziikség van a kérdés
megvalaszolasahoz, am igy is kisebb a koltségiink, mintha egyaltalan nem hasznalnank
indexelést.

Az indexek masik fontos tulajdonsaga, hogy kulcsértékeik szerint rendezettek,
kereséskor binaris keresés alkalmazhat6. Ha n darab indexblokkunk van, akkor

minddssze log, n blokkot kell csak atvizsgalnunk.

Hatranyuk viszont, hogy barmilyen adatkezelés esetén, ha torlésrdl, beszlrasrol
vagy feliilirasrdl van sz6, az adatmddositdsokat minden alkalommal az indexben is el
kell végezni. Ezek jelentds koltséggel jarhatnak.

Erdemes a kiilonboz6é lehetdségekbdl vald valasztaskor ezeket a tényezoket
figyelembe venni.

Abban az esetben, ha az index tovabbra sem fér el a kozponti memoriaban, Gjabb
index készithetd folé. Ennek menete pontosan megegyezik az eddig leirtakkal. Az
indexet egy rendezett szekvencialis fajlnak tekintjiik, és erre épitiink tovabbi indexeket,
még hatékonyabbd téve a kereséseket. A tobbszintli indexelés tulajdonsaga, hogy az
elsd szint folé még barmennyi tovabbi szint készithetd, azonban minden tovabbi szint
csak ritka lehet. Sirti eset szoba sem johet, hiszen akkor nem lenne értelme a
miiveletnek, az indexrekordok szama nem csdkkenne. Az igy létrejott adatstruktirat

tobbszintli indexnek nevezziik.
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2. FEJEZET: Az indexelés fogalma

2.3 B-fa index

Tobbszintli indexek alkalmazasakor mar nagyobb problémat jelent, ha az eredeti
adattablaban valtoztatasokat végziink, hiszen ekkor az indexben is valtoztatasokra van
szilkség. Akar az is lehet, hogy az index minden szintjén modositasokat kell majd
végrehajtani. Frdemes ezért egy olyan struktarat alkalmazni, amely az adatok
modositasakor konnyen kezelhetd, illetve a keresést is a legjobban segiti.

Egy ilyen elterjedt adatszerkezet, a korabbi tanulmanyokbol, az algoritmusok és
adatstruktarak teriiletérdl is jol ismert B-fa, illetve ennek a sok helyen hasznalt valtozata
a B'-fa. Az Oracle is ezt a hatékony adatszerkezetet hasznilja rekordjainak
indexelésére. Egy B-fa a blokkjait fastruktaraba rendezi (2.5. abra). Minden blokkja
legalabb félig telitett. Egy ilyen fa kiegyensulyozott, azaz minden, a gyokértdl barmely
levélig vezetd at egyforma hosszi. A késGbbiekben latni fogjuk, hogy bizonyos
miiveletek estén milyen plusz koltségeket jelent egy fa kiegyensulyozott tulajdonsaga.
A fahoz tartozik egy n paraméter, melynek jelentése az, hogy a fa egyes csucsai n
szamu keresési kulcsot és n + 1 szama mutatdt, azaz hivatkozast tarolnak. Tehat egy
indexblokk n darab kulcs-mutatdé parbol all, és minden blokkhoz tartozik még egy
pluszmutaté is. Feltéve, hogy egy B-fat a szokasos mddon abrazolunk, azaz egy csucs
gyermekeit balrol jobbra tiintetjiik fel, akkor ezen irdnyban haladva a csticsok kulcsai

nem csOkkend sorrendben lesznek lathatok.

W=
Y sl S s v
IREANNEARREAARE ANNE AR

2.5 abra: B*-fa
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2. FEJEZET: Az indexelés fogalma

A B-fa blokkjaira tovabba az alabbi megszoritasok vonatkoznak ©!:
o gyokérblokk esetén: van legalabb két hasznélatban 1évé mutatd és minden
mutatd a kovetkezd szint egy blokkjara mutat.

e levélblokk esetén: n mutatobol legalabb {n—;lJ hasznalatban van ¢és

adatrekordra mutat. Az i-edik mutat6 (i € [ 1.n ]), ha hasznalatban van, akkor az
i-edik kulccsal rendelkezé rekordra mutat. Az n + 1-edik mutaté a kovetkezd
levélblokkra mutat (2.6 abra).

o kozbiilsé blokkok esetén: mind az n+1 mutat6 a kovetkez szint egy blokkjara

mutat és koziilik legalabb [nTJrl—l hasznalatban van. Tegyiik fel, hogy i

mutaté van hasznalatban, tehat i-1 kulcs van a blokkban (K, Ky, ..., Ki4). Az
elsé mutato a fa olyan részére mutat, amelyben a rekordok kulcsa kisebb, mint
Ki. A mésodik mutatd6 a fa azon részére mutat, melyben a rekordok kulcsa
nagyobb vagy egyenld, mint K3, de kisebb, mint K;. Folytatva ezt az elméletet a
B-fa egyes kozbiilsé blokkjainak felépitése és egymashoz vald viszonyuk
felrajzolhatova valik (2.7 abra).

57181 |95 57181]| 95
Kovetkez6
| ~

| -_-—>
levélhez \
l l <> 95

kulcsokhoz
Az 57-es AB8l-es A 95-6s
kulcsértékii kulcsértékt  kulcsértéki
rekordhoz rekordhoz rekordhoz

K <57 57<K<81 81<K<9
kulcsokhoz  kulcsokhoz —kulcsokhoz

2.6 abra: B+-fa jellegzetes levele 2.7 abra: B*-fa jellegzetes belsd cstcsa

A roviden ismertetett B-fak szerkezetébdl észrevehetd, hogy milyen lehetdségeket
nytjtanak tobbszintli indexek készitéséhez. Jellemz6 tulajdonsaguk ugyanis, hogy a
levelekben talalhato, adatrekordokhoz vezetdé mutatok sorozata, éppen megfelel a mar
korabban bemutatott indexek mutatésorozatainak. Azaz, egy levél megfeleltethet egy
indexblokknak. Ezt figyelembe véve, részletezés nélkill megemlitem, hogy
segitségiikkel készithetd siiri és ritka tobbszintli index is. Ha pedig a belsé csticsokra
vald megkdtést a megfeleléen modositjuk, akkor tamogatjdk a keresési kulcs

ismétlodését is.
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2. FEJEZET: Az indexelés fogalma

A B-fak legnagyobb elénye a hatékonysagukban rejlik. Lehetové teszik rekordok
gyors keresését rekurziv médon. Egy adatrekord keresésekor a fa gyokerétdl kell eljutni
a megfeleld levélig. A kereséshez felhasznalt /O miiveletek szama meg fog egyezni a fa
szintjeinek szdmaval. Egy atlagos méretii adatbazishoz elég, hogy a fanak harom szintje
legyen. A beolvasasok szama tovabb csokkenthetd, ha a fa gyokerét vagy a masodik
szinten 1évé csucsokat kdzvetleniil a kozponti memoridban taroljuk.

Erételjesen tamogatjak a tartomanyra vonatkozoé lekérdezéseket. Erre egy példa

SQL lekérdezés:
SELECT TAJszam, név FROM Személyek WHERE életkor >= 25 and életkor <= 30;

A beszurés (csucsvagas lehetséges) ¢és a torlés (csucs 0sszevonds eldfordulhat) a jol
ismert algoritmusok segitségével torténik. Ezen két miivelet esetén a beolvasasokon
kiviil felmeriilnek adatmanipulacios koltségek is. A fa Gjrarendezéséhez sziikséges 1/0
miiveletek szama minimalisra csokkenthetd, ha az n paramétert elég nagynak (pl. 10-nél
tobbnek) valasztjuk. Ugyanis, ilyen nagy n esetén csucsvagasokra és csucs
Osszevonasokra egyre ritkabban lesz sziikség vagy a miiveletet kizardlag a levelekre kell

elvégezni, azaz két levél és azok sziildje lesz érintett.

Az indexek osztdlyozasanak rovid leirasabol lathatd, hogy mindig az adott keresési
feltételeknek legmegfeleldbbet célszerti alkalmazni. A dontéskor figyelembe kell venni,
hogy a tervezendd adatbazisunkon eldrelathatélag milyen tipust lekérdezéseket fogunk
eldnyben részesiteni. A B-fakat optimalis teljesitménylik miatt mar szamos adatbazis-
kezeld rendszerben hasznaljdk. Ahogy a bevezetd elején is emlitettem léteznek egyéb
egydimenzids indexelési lehetdségek is, ilyenek példaul a hasitds mddszerén alapuld

tordelotablazatok.
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3. FEJEZET: Térbeli adatok tarolasa és indexelése

3. Térbeli adatok tarolasa és indexelése

Nagyméretli térinformatikai rendszerek (GIS — Geographical Information System)
esetén specialis adatmodellezésre van sziikség. A specialitast az adja, hogy a térképi
rendszerek alapjat képez6 adatbazis-kezelé rendszer alkalmas térbeli adatok tarolasara
IS. Minden térbeli objektum két f6 komponensbdl all: egy térbeli komponensbdl, amely
a grafikus megjelenitésért felelds, illetve egy leirdé komponensbdl, amelyet tablazatos
formaban jelenitiink meg. Problémat okoz, hogy nehezen tarthatd fenn a grafikus és az
attribatum adatok kozotti konzisztencia. Az Oracle 11g Spatial kiterjesztése (térbeli
modul) éppen ezeknek a problémaknak a megoldasara jott 1étre, de ugyanezen célt
szolgalja a PostgreSQL-nek a PostGis modulja is. A geometriai objektumok a relacios
adatbazisban, mint absztrakt adattipusok kerililnek tarolasra, és a kiilonboz6 tipusu
geometriai elemekhez ©6nalld relacids tabla tartozik. Ez a felhasznald szdmara az
egységes relacios megkozelités rugalmassagat és biztonsagat adja.

A kovetkez6 két fejezetben bemutatom azokat az adattarolasi lehetdségeket,
amelyek barmely, téradatokat is kezeld, adatbazis-rendszer esetén alkalmazhatok.
Dolgozatom tovabbi, barmely fejezetében megfogalmazott modszerek az egyszerliség

kedvéért a 2D térre, azaz a sikra értendok, de altalanosithatok magasabb dimenziokra is.

3.1 A térinformatikai adatmodellek

A térbeli (most 2D) objektumokat altalaban két csoportra lehet osztani: a raszteres
adatmodellre épiilok, és a vektoros adatmodellre épiilok, ugynevezett vektoros térképek.

Mindkét modellt csak érintélegesen mutatom be, két kisebb alfejezetben.

3.1.1 A raszteres adatmodell

A raszteres modell adatforrasa egy digitalis kép, amely altalaban egy miitholdfelvétel, de
lehet szkennelt kép, illetve digitalis fényképezdgéppel késziilt felvétel is.

A digitalisan késziilt felvétel a foldfelszin szabalyos négyzet racshoz rendelt
szamokbol alkotott sorozata, azaz egy képmatrix, amelynek az elemei a pixelek. A
matrix elemei azonos dimenzi6ju egész tipusu vektorok. A kozos dimenzio a felvétel
készitésénél hasznalt sdvok szama, a vektorok értéke az egyes sdvokban mért intenzitas
értékek. Egy pixel a modell elemi objektumat képezi, amely egy adott teriiletegységet

fed le és a felbontas adja meg, hogy az altala lefedett teriilet mérete mekkora.
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3. FEJEZET: Térbeli adatok tarolasa és indexelése

A képalkotd rendszerek tehat a megfigyelt teriiletegységet pixelekre, az egész

teriiletet egy nxm-es matrixra képezik le (n a sorok, m az oszlopok szama) és a matrix

cellaiban 1évo képpontok allapota rajzol ki egy valamilyen felismerhetd objektumot. Ez

a raszteres reprezentacio legegyszeriibben kezelhetd esete. Létezik olyan modszer,

amelyben a teret nem szabalyos négyzetekre, hanem egyéb sokszogekre bontjuk fel.

A raszteres adatmodell a pixeleken kiviil olyan 1ényeges informaciokat is tartalmaz,

amelyek megadjak a rasztert felépité pixelek sorainak és oszlopainak szamat és a

georeferencia adatokat (altalaban a bal felsd pixel kézéppontjanak koordinatait és a

pixel altal lefedett teriilet méreteit). Ezek egyiittesen adjak a foldrajzi objektumok

geometriai jellemzését. A raszteres adatbazis raszterekbdl all és az egyes raszterek

képviselik az objektum osztalyokat.

A modell jellemzd tulajdonsagai 5

I

minden pixel allapotat ismerni kell. Speciélisan az iires pixelek értéke 0. Ennek
eredményeképpen nagyméretli adatbazisokra van sziikség.

nehezen definialhatok az objektumok

nehezen kiépitheté relaciés adatbazis-kapcsolatok, de konnyen vizsgalhatd
geometriai relaciok

gyors, egyenletes mintavételezés

3.1 abra: Pontok, vonalak és poligonok raszteres rendszerben
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3.1.2 A vektoros adatmodell

A vektoros modellben az objektumok leirasa helyvektorok segitségével torténik. Az
objektumok térbeli elhelyezkedését megadd jellegzetes pontokat helyvektoruk
koordinatajaval taroljuk. Egy adott teriileten 1év6 objektumok viszonylag kevés ponttal
jellemezhetok. A koordinatak mellett egy Osszekotési szabalyt adunk meg arra, hogy a
pontok milyen sorrendben legyenek 0sszekdtve. A korrekt leirashoz objektumdefiniciok
is sziikségesek, amelyek megmondjak, hogy mely pontok alkotnak egy alakzatot.

Egy vektoros rendszerek 6nallé geometriai elemei:

e pontszeri (0D) objektum (point): az objektumnak a koordinatait taroljuk az
adatbazisban. Definicio: point: [ x: real, y: real ]

Két tipusa van:

o kis méretii objektum: az adott méretarany mellett tal kicsi a grafikus
abrazolashoz (pl. lampaoszlop). Megjelenitése meghatarozott jelkulcsi
jeloléssel torténik.

o csomopont: vonalas objektumok taldlkozasi helyét jeloli (pl. utelagazas).
Rendszerint nincs kiilon grafikus megjelenitése.

e vonalas (1D) objektum (polyline): a vonalas objektum egy vonallanc, amelyet
pontok sorozatdval adunk meg. A toréspontok koordinatait taroljuk az
adatbazsiban. (PI. foly6) Definicio: polyline: < point >

e teriileti (2D) objektum (polygon és region): egy poligont szintén pontok
sorozataval adunk meg. Abban kiilonbozik a vonalas objektumtol, hogy a
poligon egy zart vonallanc. A jellegzetes cstucspontok koordinatait taroljuk az
adatbazisban. (PI.: telek) Definicié: polygon: < point >
A teriileti objektumok poligonok halmaza. Megjelenitésiik adott kitoltd
mintazattal és/vagy szinnel torténik. Definicio: region: { polygon }

Adatbazis-kezel6 rendszertdl fiiggden lehetnek tovabbi beépitett elemek is. Pl. az
Oracle adattipusa, az SDO_GEOMETRY, tartalmazza az el6bbicken feliil az iveket és a
koroket (ellipsziseket) is.

A vektoros rendszerek legnagyobb elénye, hogy az elemi objektumokbol, azok
kiilonb6z6 kombinaciodit véve, egyre Osszetettebb objektumok épithetok fel. A modell
elemi épitékovei a node-ok, melyekbdl egy szabalyrendszer segitségével tudunk
komplex objektumokat 1étrehozni. A komplex objektumokhoz pedig olyan mezo6k

definialhatok, melyek intelligens kapcsolatok felépitését tetszik lehetévé.
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A modell jellemzé tulajdonsagai ):

e alkalmas objektumorientalt szemléletli rendszerek készitésére

e kevés adattal, kisméretli adatbazissal is képes a feliilet megfeleléen pontos
leirasara

o alkalmas relacios adatok hozzakapcsolasara

e gyors, egyenletes mintavételezés

(4,4)

(0,2)

3.2 abra: Egy poligon vektoros dbrazolasa

Napjainkban a térinformatikai rendszerek tobbsége a vektoros adatmodellt hasznalja,
mert alapvetd fontossagu a leird jellegli adatok hozzdkapcsoldsa a térképekhez. A
raszteres €s a vektoros adatok egyiittes megjelenitése hasznos funkcié lehet, mert
mindkét adatmodell eldnyei kihasznalhatoak és a két modell egymast jol kiegésziti.

(megjelenités és adatkezelés)

3.2 Térbeli indexelés

Az 1970-es években, a szamitogépes geometridnak egy virdgzo teriilete volt a kdzponti
memoria részére 2D-s térbeli strukturdk tervezése. Késdbb, a *70-es évek végén, a kiilsd
memoriabeli szerkezetekre valo igény az alkalmazédsokat, igy a GIS-t is, a tovabbi
kutatasokra 6sztonozték, amelyek erdsen érintették a térinformatikai adatbazisokat is.
Az els6 fejezetben bemutatott indexstruktirdk az egydimenzids, relacios
adatbazisban tarolt adatokra hatdsosan alkalmazhatok. Ahogy a térinformatikai

rendszerek adatmodellezése specialis modon torténik, gy az indexelés teriiletén is a
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hagyoményostdl eltérd moddszerekre van sziikség. Az egydimenzids indexstruktirdk
nem tamogatjak a térbeli alakzatokra vonatkoz6 lekérdezéseket.

A legnagyobb probléma, hogy a tobbdimenzids teret nem lehet tavolsagtartassal
leképezni egydimenziosra, hogy a hagyomanyos indexek alkalmazhatok legyenek.

Tovabbi nehézséget jelent az egydimenzids adatokndl is emlitett tarigény és az
adatmozgatdsok a hattértarold és a kdzponti memoria kozott. A digitalis térképek
kezelése — raszteres, és vektoros térképek esetén is — nagy erdforrds igényl, sok
memoriat igényel és nagy I/O koltségeket okoz, ha nem megfeleld modszert valasztunk
erre a célra. EQy-egy lekérdezés eredményének meghatarozasdhoz az dsszes objektum
végignézése elfogadhatatlanul lasst lenne. Ha egy térképet szeretnénk megjeleniteni,
akkor annak altalaban csak egy ablakaba (viewport) esé teriiletre van sziikségiink, igy
felesleges koltséget jelent minden elem beolvasdsa, majd kirajzoldsa. A gyors
keresésekhez és levalogatasokhoz van sziikség a térbeli indexelési algoritmusok
ismeretére ¢és alkalmazasara.

Az algoritmusok attekintéséhez sziikséges a legkisebb befoglalo téglalap
fogalméanak ismerete, amelynek segitségével konnyen reprezentalhatok a rendkiviil
Osszetett objektumok is. Objektumok reprezentaldsara hasznalt masik jellemzé adat az
alakzatok kozéppontja (centorid). A tovabbiakban feltettem azt is, hogy minden
objektumnak egyedi azonositdja van, igy az indexelési moddszerek végrehajtasdhoz
elegend6 a legkisebb befoglalé téglalap (mbb) és az objektumazonosito (oid) ismerete.
A lekérdezések eredményének kivalasztasa két 1épésbdl all. Egy elosziirésbol, amikor
kivalogatjuk azokat az oid-ket, amelyek szdba johetnek az mbb-jiik alapjan. A masodik
1épés maga a kivalasztas (finomitas).

A térbeli indexelési mddszerek osztalyozasa a paraméterek nagyszamu fejlédése
miatt nagyon nehéz. Az A&ltalam bemutatasra keriild6 két osztdly (teriiletalapti és
adatvezérelt) tal egyszerli ahhoz, hogy figyelembe vegye az indexstrukturak nagyon
ezért az attekinthetOség és érthetdség miatt én mégis erre a két egyszerli csoportra
bontottam Oket.

Bizonyos tekintetben még egy osztalyozasi szempontot lehetne bevezetni a
kovetkez0 fejezetekben szerepld indexekre, mégpedig, hogy milyen jellegi
objektumokat indexeliink veliik: pontszerii (centroid) vagy tertilet alapti (mbb). A pont
alapt modszereknél, mivel pontokat indexeliink, nincs sziikség a sziird és finomito

eljarasokra. Ezzel szemben a teriiletalapi modszerek vonalakkal és poligonokkal
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3. FEJEZET: Térbeli adatok tarolasa és indexelése

dolgoznak, oly modon, hogy az objektumokat azok befoglalé téglalapjaval azonositjuk
(kozelitjiik). Ez esetben sziikséges a sziir6 1épés, amely az mbb-vel dolgozik és a
finomito eljarasra, amely mar a konkrét objektumokat kezeli. Ezen két osztaly kozott
egyszeriien taldlhatunk egy megfeleltetést, mert minden téglalap leképezhetd a 4D-s
pontok halmazara igy, hogy egy téglalapot a négy sarokpontjaval azonositunk. Ezutan a
pont hozzaférésii indexelési technikak barmelyike alkalmazhat6 lesz téglalapokra is.

Barmely szakirodalmat, 6sszehasonlité tanulmanyt vagy konyvet elolvasva, nem
talalunk egységes indexelési modszert, amely hatékonyan miikddne a kiilonb6zo térbeli
lekérdezések esetén. Ilyen tipikus térbeli lekérdezések pl. a kovetkezok lehetnek:

e adott pont elhelyezkedése és pozicidja (pontkeresés).

e adott teriilet lekérdezése, azaz a teriiletbe esé objektumok vagy azok

e tavolsdgokra vonatkozé lekérdezések (két pont tavolsaga, két poligon tavolsaga,
pont és vonal tavolsaga stb.).

e a tavolsagokhoz kothetd tovabbi lekérdezések, mint pl. (K) legkozelebbi
szomszéd problémaja és a korlatos (K) legkozelebbi szomszéd problémaja, ahol a
korlat egy minimum vagy egy maximum tavolsadgot ad meg.

e térbeli Osszekapcsolassal kapcsolatos lekérdezések: metszetek, atfedések,
érintkezések, keresztezodések és tartalmazasok.

A kovetkezd két fejezetben, ahogy azt az el6zdekben emlitettem a térbeli indexek
két csoportjara helyeztem a hangsulyt. A struktardk valamely osztalyba vald besorolasa
jelen esetben attol fiigg, hogy a teret osszak fel, vagy a térben elhelyezkedd
objektumokbdl indulnak ki és kozelitik azokat. Az elébbieket teriiletalapt

modszereknek, az utdbbiakat adatvezérelt modszereknek nevezziik.
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4, Teriiletalapu modszerek

A teriiletalaptt modszerek kozos jellemzdje, hogy az alakzatok helyett a térbdl indulnak
ki és azt bontjak fel az adott algoritmusnak megfelelé alakti és méretli cellakra és igy

végzik a miveleteiket.

4.1 Grid index

A grid index a legegyszerlibb térfelosztd indexelési eljaras, amelynek a teljesitményét

tekintve gyakran sokkal hatékonyabb az egydimenzios indexelési eljardsoknal.

4.1.1 Fix grid

A tarolt térrész mérete az X tengely irdnyaban Sy, az y tengely iranyaban Sy. A keresési

tér négyzet alapu celldkra van felosztva, azaz egy n, xn, matrix reprezentalja. A cellak

mérete Sy/ny és Sy/ny lesz. A matrix struktira miatt nevezik a modszert racsos

allomanynak.

Pontok indexelése : A tér felosztasaval 1étrejott matrix minden celldjdhoz hozza
van rendelve a hattértarol6é egy blokkja és ezekre a blokkokra mutatd pointereket egy
DIR[1:ny 1:ny] kétdimenzidos vektorban taroljuk (4.1 abra). A DIR i, j] egy eleme
tartalmazza annak a lapnak a cimét (PagelD), amely azon pontokat tarolja, amelyek a Cj;

cellahoz tartoznak, azaz amelyeket a cjj cella tartalmazza.
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4.1 abra: Pontok indexelése fix grid segitségével
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4. FEJEZET: Teriiletalapti médszerek

Az el6zd jeloléseket alkalmazva a pont és a teriilet lekérdezés algoritmusai a

kovetkezoképpen irhatok fel:

e Pont lekérdezés: A P pont a és b koordinataja alapjan kiszamithato i és j a

kovetkezd moédon: i=(a-xo)/(Sx/n)+1,j=({b-yo)/(Sy/ny)+1 Ezek
segitségével a referenciamatrixban megtalalhato a P pontot tartalmazo6 Cj
cellahoz rendelt DIR [i, j].PagelD. A lapot beolvassuk és megnézziik, hogy
szerepel-e benne az adott pont. Besztraskor és torléskor ugyanezt az eljarast

alkalmazhatjuk, majd a beolvasas utan végrehajtjuk a beszurast vagy a torlést.

o Teriilet/ ablak lekérdezés: Ki kell szamitani azt az S halmazt, amely

tartalmazza a lekérdezés paramétereként szereplé W ablakot lefed6 ¢ cellakat.
Minden ilyen cj cellara beolvassuk a megfeleléd DIR [i, j].PagelD lapot, és

azokban megkeressiik a W ablak &sszes pontjat.

Ha a referenciamatrix elfér a kozponti memoriaban, akkor a pont lekérdezésekhez

egyetlen I/O miveletet kell csak végrehajtani. Ellenkez6 esetben a matrix mérete lesz a

meghataroz6. Teriilet lekérdezések esetén az I/O miveletek szdmat az ablak altal

lefedett cellak szama hatarozza meg. A grid felbontiasa az indexelendé pontok és

objektumok szamatol illetve a lapmérettdl fligg. Ha a pontok szama N és a memoria

kapacitasa M, akkor legalabb N/ M db cellaval kell lefedni a teret. Ha egy cella M-nél

tobb pontot tartalmaz, akkor tulcsorduld celldknak nevezziik és sziikség van tovabbi,

ugynevezett tGlcsordulasi lapokra. Ezek a talcsordulasi lapok az eredeti lapokhoz

rendel6dnek hozza.
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4.2 abra: Tulcsordulasi lapok hasznalata
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A 4.2 abrat tekintve az lathato, hogy a lapok atlagosan 4 pontot tudnak tarolni. A K,
I, m, n és 0 pontokat tartalmazo cella esetén a k, I, m és n pontok a normal lapon
tarolodnak, mig az 0 pont a talcsordulasi lapra keriil at, és az eredeti lap ennek a
tulcsordulasi lapnak a memoria cimét fogja tartalmazni. Ha a pontok eloszlasa kozel
egyenletes a térben, akkor ritkan van sziikség tulcsordulasi lapokra. Legrosszabb
esetben az Osszes pont egy cellaba esik, ekkor az adatszerkezet tilcsordulédsi lapok

sorozata lesz. Ebben a struktaraban valo keresés idében linearis, azaz nem tal hatékony.

(M Most megvizsgalom, hogy hogyan lehet Osszetett

Téglalapok indexelése
objektumokat indexelni. Elegendé a moddszert téglalapokra alkalmazni, mert minden
alakzatnak van minimalis befoglal6 téglalapja, igy az Gsszetett objektumok indexelése
visszavezethetd a téglalapok indexelésére.

A pontok indexelésénél bevezetett jeloléseket alkalmazva megmutatom, hogyan
lehet téglalapokat indexelni. Azt mondjuk, hogy egy ¢ cellahoz tartozik egy mbb, ha az
alabbi harom eset koziil az egyik teljestil:

(1) atéglalap tartalmazza a cellat
(2) acella tartalmazza a téglalapot
(3) acellaés atéglalap metszik egymast

Ekkor az mbb minden, vele metszésben 1évé cellahoz rendelt lapon meg fog jelenni
az azonositojaval (4.3 4bra). Uj téglalap besziirdsa és torlése ugyantigy torténik, mint a
pontok esetén, azzal a kivétellel, hogy (1) és (2) esetben lehetséges, hogy a végrehajtott

miivelet tobb lapot is érinteni fog, ezzel a koltségeket ndvelve.
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4.3 abra: Téglalapok indexelése fix grid segitségével
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Nagyméretii téglalapok indexelésekor a tilcsordulas valosziniisége nagyobb, ez az

index méretének ndvekedésével és a hatékonysag csokkenésével jar.

4.1.2 Grid file

A modszer abban kiilonbdzik a fix gridtdl, hogy kezdetben nincs térfelosztas.

Pontok indexelése ™ Uj pont besziirasa utan sziikséges megvizsgalni, hogy nem
tortént-e thlcsordulas a blokkban. Ha talcsordulés volt, akkor cellafelezést alkalmazunk
¢és minden pont az 6t tartalmazo megfelel6 cellaba keriil. A matrix racsaihoz tovabbra is
a hattértarolo blokkjai vannak hozzarendelve, de egy blokkhoz tobb cella is tartozhat.

Az adattarolashoz sziikséges harom adatszerkezet:

e DIR eclnevezésii, blokkcimeket tartalmazé matrix. A fix grid matrixatoél az

kiilonbozteti meg, hogy egy blokkra tobb szomszédos cella is hivatkozhat.

o Két lista Sy és Sy, amik a tengelyek intervallumokra bontasat tartalmazzak.

Minden cellafelezéskor belekertil az Sy vagy Sy mentén keletkezett 0j osztdpont.
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4.4 abra: Pontok indexelése grid file segitségével
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A 4.4 abrat tekintve az lathatd, hogy a lapok atlagosan 4 pontot tudnak tarolni. Az
A esetben mind a 4 pont elfér egy blokkban, nincs tulcsordulds igy nincs sziikség
cellavagasra sem. A B esetben beszlrjuk az a, b és ¢ pontokat. A p; blokk talcsordul,
ezért Sy mentén felvesziink egy x; felezépontot, fliggdlegesen kettévagjuk a cellat, majd
egy p2 blokkot allokalunk és minden pontot a megfelelé blokkba tesziink. A C esetben,
a d pont beszurasakor a p; blokk ismét tulcsordul, ezért most Sy mentén felvesziink egy
y; felez6pontot, vizszintesen kettévagjuk a cellat, majd egy ps blokkot is allokalunk.
Megfigyelhetd, hogy a p, blokkhoz tartozé cella is két részre szakadt, de mindkettd
tovabbra is ugyanarra a blokkra mutat. Ez azért van, mert a d pont beszarasakor a vagas
megtortént, de a p; blokkban nem volt tilcsordulas. Két ajabb pont, e és f beszurasakor
mar P is tulcsordul, de cellavagésra mar nincs sziikség, ugyanakkor allokalni kell egy
Uj p4 blokkot. Ezt illusztralja a D eset.

A példabdl latszik, hogy egy pont beszirasakor négy esetet kiilonboztetliink meg:

e nincs cellavagas: Ez a legegyszeriibb eset, amikor a beszirt pont nem okoz
blokk tulcsordulast, ezért nincs sziikség Gjabb blokk allokalasara (4.4 abra / A).

e van cellavagas, de nem allokalodik uj blokk: Egy cellavagast mindig egy
blokk tulcsordulasa idéz eld, de a vagas tobb cellat is érinthet, attol fliggden,
hogy korabban, az adott tengely mentén voltak-e mar osztoépontok felvéve. Ha
voltak, akkor az adott irdnyban egy ijabb vagas biztosan tobb cellat is érinteni
fog, de csak az egyikhez fog 1j blokk létrejonni. Ilyen esetekben fordul el6, hogy
egy blokk tobb racshoz is hozza van rendelve (4.4 abra / C).

¢ nincs cellavagas, de allokalodik aj blokk: Ez az eset az el6z6 kovetkezménye.
Akkor fordul eld, ha egy blokk egyszerre tobb celldhoz is hozza van rendelve és
ujabb pont beszurdsakor a celldkban szerepld pontok Osszessége mar
tulcsordulast okoz. Ilyenkor a rdcsok mar megvannak, csak 1) blokkot kell
allokalni (4.4 abra / D).

e van cellavagas és uj blokk allokalédik: Minden cellavagaskor eléfordul, de
fiiggetleniil attol, hogy az osztas hany cellat érint, mindig csak az egyik racs
idézi el6 0j blokk létrehozasat (4.4 abra/ B vagy 4.4. abra/ C bal oldali cella
kettéosztasa).

Miveletigény szempontjabol sokkal eldnydsebb a fix gridnél, mert nem hasznal

tulcsordulasi blokkokat. Ha a referenciamatrix teljes egészében elfér a kozponti

memoriaban, akkor pontkeresésnél, még ha talcsordulas el6 is fordul, elegend6 egy 1/0
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mivelet végrehajtasa. Hatranya, hogy til sok cella esetén a referenciamatrix biztosan

nem fér el a kozponti memoridban.

Téglalapok indexelése ;A fix gridhez hasonld modon torténik a téglalapok
tarolasa a referenciamatrix cellaihoz rendelt blokkokban. A kiilonbség tovabbra is a
tulcsordulasoknal jelentkezik cellavagasok formajaban. A 4.5 eredeti allapotot tiikr6zo
abrabol kiindulva a 4.6 abra mutatja a cellavagast és 11j blokk allokalasat igénylo 14-es
azonositoval rendelkezd téglalap beszurasa. A 4.7-es abran egy olyan eset lathatd,
amikor egy 0j (oid =15) téglalap beszurasakor cellavagasra nem, csak 0j blokk

allokalasara van sziikség.
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4.5 abra: Téglalapok indexelése grid file segitségével
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4.6 abra: 14-es téglalap beszurasa
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4.7 abra: 15-0s téglalap beszurasa

Téglalapok indexelésekor is felirhatok a pont és a teriilet lekérdezés algoritmusai:
e Pont lekérdezés: A lekérdezés Iépései a kovetkezok lesznek:

(1) A P pont koordinatai alapjan meghatarozzuk azt a cellat, amely a keresendd
pontot tartalmazza. Az Sy és az Sy listakon binaris keresés alkalmazasaval a
cellakeresés id6ben logaritmikus lesz.

(2) A pontot tartalmazo cella altal hivatkozott blokkot beolvassuk a kdzponti
memoridba. Ennek miiveletigénye egy lemezolvasas lesz.

(3) A beolvasott blokkban tarolt oid-k koziil kikeressiik azokat, amelyekhez
tartozo mbb tartalmazza a P pontot.

A fenti jelolések bevezetése utan az algoritmus a kdvetkezo [1;

GF-POINTQUERY(P(a, b) : Point) : Set(oid)

Begin
res:=0
i:= RANK(a, Sx); j := RANK(D, Sy)
page := READPAGE(DIR [i, j].PagelD)
for each e in page do
if(P in e mbb) then res += {e.oid} end if
end for
return res

End
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Az algoritmus tehat azon objektumok azonositéit adja vissza, amelyek legkisebb

befoglalo téglalapja tartalmazza a P pontot. A RANK(v,S) fiiggvény

meghatarozza, hogy az adott pont koordinatai mely skaldba esnek az egyes

tengelyeken. A READPAGE(p) beolvassa a p blokk tartalmat a memoriaba. Mivel

a komplex objektumoknak csak a legkisebb befoglald téglalapjaval dolgoztunk,

egy tovabbi finomitasra is sziikség van, amely megmondja, hogy maga az

objektum is valoban tartalmazza-e a keresett pontot.

o Teriilet / ablak lekérdezés: A lekérdezés 1épései a kovetkezok lesznek:

(1) Ki kell szamitani azt az S halmazt, amely tartalmazza a lekérdezés
paramétereként szereplé W ablakot lefedé ¢ cellakat.

(2) A pont lekérdezéshez hasonld algoritmust futtatunk az S halmazra ¢és
minden c cellat megvizsgalunk.

Az eredmény tObbszordsen tartalmazhatja ugyanazokat az elemeket, ezeket

rendezziik, majd a duplikdtumokat toroljiik.

Az algoritmus a kovetkezd .

GF-WINDOWQUERY(W(X3, y1, X2, y2) : Rectangle) : Set(oid)

Begin
res:=0
i1 := RANK(X1, Sx); J := RANK(y1, Sy)
iz := RANK(Xz, Sx); j := RANK(y2, Sy)
for(i=iy; i<=iy i++) do
for(j = ji; j <= jz j++) do
page := READPAGE(DIR [i, j].PagelD)
for each e in page do
if(W N e.mbb # @) then res += {e.oid} end if
end for
end for
end for
SORT(res); REMOVEDUPL(res)
Return res

End
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A koltségeket tekintve tobb megallapitast is lehet tenni. A modszer hatranya, hogy
a duplikalodott elemek megnovelik az index-bejegyzések szamat, igy az index méretét.
Ez a hatrany az adatmennyiség novekedésével egyre jelentGsebbé valik. A t6bbszoros
objektumok rendezése és torlése koltséges és magas tarigényi. A hatékonysag
novelhetdé, az egymast kovetd lapok betoltésének gyorsitasaval. Ha a blokkok
kozvetleniil egymdas utdn kovetkeznek a lemezen, gyorsabban betdlthetok a kdzponti
memoriaba. (n darab, egymas utan kovetkezo lap kivalasztasa sokkal gyorsabb, mint n

darab, véletlenszeriien elhelyezkedd lap kivalasztasa.)

4.2 kd-fa

A kd-fa (k-dimensional tree) a legismertebb kozponti memoriabeli, tobbdimenzids
adattarolasi eszkéz. Ez egy olyan binaris keres6fa, amely a tér kisebb terekre valo
felosztasat reprezentalja. A térfelosztas egy rekurziv algoritmussal torténik. A kd-fa
pontokat kezel a csucsaiban, ezért ebben az esetben az alakzatok legkisebb befoglald

téglalapja helyett, a kozéppontjukat (centroid) hasznaljuk azonositasukra (4.8 abra).
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4.8 abra: térbeli objektumok és azonositasuk

A rekurziv algoritmus egyes 1épéseiben a d dimenzios tér valamely d - 1 dimenzids
alterével (sik esetén koordinata tengelyekkel) parhuzamos hipersikkal osztjuk ketté a
legalabb egy pontszerii

teret ugy, hogy minden hipersik metszésben legyen

objektummal, vagy centroid-dal a térb6l, amely a vagosikot fogja reprezentalni a faban.
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A fa Gjonnan beszart csucsaban ezt a pontot taroljuk el és minden ilyen belsé csucsnak
egy vagy két gyermeke van. Tartozik a csticsokhoz egy dontési algoritmus is, amely a
faban valod keresések iranyat hatarozza meg. A vagosik két oldalan optimalis esetben
nagyjabol azonos szamu objektum van, amelyek a beszirt cstcs bal oldali illetve jobb
oldali részfajaba keriilnek. Ennek kovetkezménye, hogy sikbeli kereséskor a fa paros
szintjein az x koordinatakat, paratlan szintjein az y koordinatakat hasonlitjuk dssze. Pl.:
A fa egyik paratlan szintjén adott egy P csiucs. Minden olyan pont, amelynek az y
koordinata-értéke kisebb, mint a P csucs y koordinatijanak értéke, a P baloldali
gyerekének leszarmazottjai kozott fog szerepelni. Ha ez az y koordinata-érték nagyobb,
akkor a jobboldali részfiban lesz megtalalhato . A vagasok utén 1étrejdtt 2 térrészre
addig folytatodnak a rekurziv térfelosztasok, amig a térrészekben van még a sikok altal

nem metszett pont (4.9 abra).
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4.9 abra: kd-fa
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A 4.9 abra a 4.8 abran lathat6 2D alakzatokbol épitett kd-fat abrazolja. E16szor az r3
objektumot a kozéppontjaval (C3) azonositjuk, majd vessziikk a Cz-at metszé és az y
tengellyel parhuzamos egyenest €s a sikot két részre osztjuk. A fa gyokerébe bekertiil a
c3. Ugyanezt alkalmazzuk a keletkezett két térrészre is, és igy tovabb. Ezzel a
modszerrel épitjiik fel a kd-fat. Minden esetben olyan objektumot valasztunk, amelynek
két oldalan kdzel azonos szamu alakzat helyezkedik el.

Egy adott pont keresése (pont lekérdezéskor) a gyokérbol kiindulva torténik. Az
egyes szinteken a megfelelé koordinatdkat Gsszehasonlitva, addig haladunk lefele a
faban, amig el nem érjiik a keresett pontot tartalmazo cstcsot.

A fa épitésénél bemutatott algoritmussal tudunk egy 0j pontot beszurni. A beszuras
végrehajtasa soran a cstcskeresés algoritmusat alkalmazzuk, azzal a kiilonbséggel, hogy
a keresés végén a megfeleld levél ala gyermekként beszurjuk az 01j cstcsot.

Adott n szamu pont esetén megmutathatd, hogy a keresés és a beszaras atlagos

koltsége O(log, n) lesz (Jason Scott Bentley /1975/). A fa felépitésére forditott koltség

megegyezik a fa teljes uthosszaval (TPL = Total Path Length, 6sszes it hosszanak
Osszege), azaz az Osszes pont lekérdezésére forditott koltséggel. n szamu,

véletlenszertien elhelyezkedd pontbdl épitett kd-fa teljes uthossza O(n*log, n). Ebbol
kovetkezik, hogy a csucsbeszuras és keresés atlagos koltsége O(log, n) . Ennél persze

sokkal rosszabb esetek is el6fordulhatnak, mert a fa szerkezete erésen fligg a beszlrt
pontok sorrendjétdl, alakja nagyon megnytlhat, a fa kiegyensulyozatlanna valhat.

Ennek kovetkezménye, hogy a teljes uthossz megndhet. A tartomdnylekérdezések

koltsége a legrosszabb esetben O(K * nl_}/k) :

Egy pont torlése nehezebb eset, mert nem biztos, hogy egy kd-fa részfaja is kd-fa
lesz, igy a rekurziv torl6 algoritmus végrehajtasa utan a fa jraszervezésére is sziikség
lehet, ami tovabbi plusz koltséget jelent. A torlés azért nem egyértelmii, mert minden
szinten mas koordinata keriil dsszehasonlitasra, mint az el6z6 szinten, igy minimum
kereséskor nem feltétlen mindig a baloldali részfakban kell keresni, ahogy azt a binaris
keres6faknal egyébként megszoktuk. Levelek torlésekor az 4tlagos koltség feliilrdl
becsiilhetd O(log, n) -nel, azonban egy gyodkércstucs torlése lényegesen nagyobb
miveletigénnyel jar. Egy részfa gyokerének torlésekor felmeriild koltség feliilrdl
korlatos a részfa cstucsainak szdmaval. Ha a csucsok szdma n és figyelembe vessziik,

hogy csucstorléskor —sziikséges egy D-minimum elem keresése, amelynek
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miveletigénye O(nl_%) , akkor ez a koltség fog dominalni egy csucs torlésekor is. Ez

annak a kovetkezménye, hogy minden k-adik szinten a két részfa koziil csak az
egyikben sziikséges tovabb keresni.

A kiegyensulyozatlansag mellett a fa masik hatranya, hogy az egyes hipersikok az
altaluk metszett pontokkal Kkeriilnek azonositasra, de el6fordulhat, hogy a fa
optimalisabb alakjdhoz és a pontok egyenletesebb eloszlasdhoz mas azonositd pontra

lenne sziikség.

4.3 Adaptiv kd-fa

A kd-fak legnagyobb hatranyat az okozza, hogy a felépitett fa az objektumok
elhelyezkedésétdl fliggden nagyon kiegyensulyozatlannd is valhat. Alakjuk erésen fligg
a beszurt pontok sorrendjétol, igy az dsszes ut hosszatdl. Tarhely igénylik a megnyult
méretlik miatt megndhet illetve a benniik valo keresések iddben elhtizodhatnak, novelve
ezzel a koltségeket. A TPL csokkentésére egy statikus és egy dinamikus moédszer is
1étezik.

A dinamikus modszer lényege, hogy a fa épitése az altalanos esetben leirtaknak
megfeleld modon torténik, de ha az épités soran egy elére definidlt egyensulyi hatart
atlép, akkor a fat részben atrendezziik, hogy az egyensulya megmaradjon.

A statikus moddszer lényege, hogy a térben elhelyezkedd pontok beszurasdnak
sorrendjét elére ismerjiik. Erre nyujt megoldast az adaptiv kd-fa.

Adaptiv esetben a tér felosztasakor nem feltétel az, hogy a hipersik és valamely
input pont metszésben legyenek. Helyette olyan hipersikot valasztunk a vagasra, amely
a teret ugy osztja két részre, hogy a keletkezé két térrészben a pontok eloszlasa
nagyjabol egyenld legyen [6]

A hipersikok tovabbra is az alterekkel parhuzamosak, de itt mar nem elvaras, hogy
valamely pontot tartalmazzak. Ennek eredményeképpen, az input pontokat nem a belsé
csticsokban taroljuk, hanem csak a levelekben fognak megjelenni. A belsé csucsokban a
hipersikok azonositdja szerepel. Ez az azonositd a kovetkezd két elembdl all: egy
dimenzi6 vagy tengely elnevezés (pl. x vagy y), amellyel parhuzamosan tortént a vagas
és egy koordinata, amely altaldban a keletkezett két térrészben elhelyezkedd
objektumok megfelelé koordinatajanak valamilyen statisztikai kdzepe (pl. medianja). A
rekurziv darabolast addig végezziik, amig a keletkezett részekben adott szamu objektum

nem marad (4.10 4bra).
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4.10 abra: adaptiv kd-fa

n szamu csucsbol felépitett adaptiv kd-fa épitési koltsége a teljes Uthosszbol
addédoéan O(n*log, n). Az adaptiv kd-fa egy statikus szerkezet olyan értelemben, hogy

felépitésehez a térbeli objektumok szdmat és a térben vald elhelyezkedésiiket eldre
ismerniink kell. Alakja tovabbra is fiigg a beszlrt pontok sorrendjétl. Nem feltétlen
lesz a fa kiegyensulyozott, de az alakzatok elhelyezkedését ismerve nagyobb a
valoszinlisége, mint a kd-fak esetén. Elonye, hogy a keresések felgyorsulhatnak.
Hatranya, hogy kiegyensulyozottsdg esetén e tulajdonsdg fenntartisa beszlraskor és
torléskor nehézséget jelent és kiilon koltséggel jar. Leghatékonyabban akkor
alkalmazhat6, ha nem siirlin hajtunk végre adatmodosité miiveleteket az adatbazison,

azaz a feltételes ¢és tartomdnyi lekérdezésekre haszndlhatdo jol. Az utdbbiak

miiveletigénye 2D esetén O(v'n +1), ahol t a megtalalt pontok szdmat jeldli.
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4.4 kd-B-fa

A kd-B-fa (k-dimensional B-tree) az adaptiv kd-fa és a B-fa tulajdonsagait egyesiti. A
tér felosztasahoz tovabbra is az adaptiv esetnél latott hipersikokat alkalmazza, de a
reprezentaciohoz az egydimenzios indexeléseknél bemutatott B-fat hasznalja.

Ennek a struktaranak az el6nye, hogy egy csucsaba egyszerre tobb hipersik
azonositoja is bekeriilhet, felépitése tOmorebb, kevesebb a helyigénye ¢és a B-fak
teljesen kiegyensulyozott tulajdonsagat 6rokli. A pontok eloszlasa egyenletessé valik. A
fa minden egyes belsé csucsa a hattértarolo egy blokkjanak felel meg. Az egy szinten
1évé csucsok egymashoz viszonyitva diszjunktak és unidjuk kiadja az egész teret. Az
input pontok ismét csak a levelekben fognak megjelenni. Egy levélben adott szamu pont
fér el. Ha a pontok szdma meghaladja az adott korlatot, akkor tovabbi térfelosztasra van

sziikség [ (4.11 4bra).
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4.11 abra: kd-B-fa

Egy térbeli objektum keresésekor a fa gyokerétdl kell eljutni a megfeleld levélig
oly médon, hogy minden egyes csucsban megvizsgaljuk, hogy a keresett objektum
melyik térrészbe esik bele és ennek megfelelden 1épiink tovabb a fa kovetkez6 szintjére.
A kereséshez felhasznalt I/O miveletek szama megegyezik a fa szintjeinek szamaval,

hiszen minden szinten a csucsok egy blokknak felelnek meg és kereséskor a
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szomszédos csucsok diszjunkt tulajdonsdga miatt, minden szintrél kizardlag egy
csticsban elhelyezkedd térrész keriil beolvasva.

A B-fakhoz hasonl6 moédon a lekérdezések felgyorsulnak, de beszuraskor és
torléskor a beolvasasokon kiviil felmeriilnek adatmanipulacios koltségek is (csucsvagas
€s csucsosszevonds). A csucsvagashoz hozzatartozik annak vizsgalata, hogy a csucs
telitett-e mar és valoban sziikséges-e a vagas. Ezt kovetden ki kell valasztani az
optimalis vagasi és pont elosztasi modszert. Csucsok Osszevonasa eldtt sziikséges
ellendrizni, hogy marad-e a csucsban elegendé mennyiségii pont, vagy osszevonast kell
alkalmazni. A fa kiegyenstlyozottsiga miatt mindkét adatkezeld miivelet maga utan
vonhatja az egész fa Ujraszervezését, ami ujabb koltségekkel jar, csokkentve ezzel a

hatékonysagot.

4.5 BSP-fa

Az el6z6 alfejezetekben bemutatott kd-fak hatranya, hogy bizonyos elhelyezkedésii
ponthalmazok esetén nem talalhatdo optimalisan vago hipersik a térben. Egy sokkal
rugalmasabb particionalasi sémat bevezetve a BSP-fa (Binary Space Partitioning tree)
hatékony megoldast nyujt erre a problémara. A rugalmassagot az adja, hogy nincs
megkotve a vagosikok valamely tengellyel valé parhuzamossaga, igy a térfelosztas
elvégezheté ugy, hogy a pontok eloszlasa a lehetd legegyenletesebb legyen. Ennek
eredményeképpen a térfelosztasok nem fiiggenek a kordbban végrehajtott vagasoktol,
csak az adott térrészben elhelyezkedd objektumok pozicidjatol.

A BSP-fa olyan binaris kereséfa, amely a d dimenzids tér, d - 1 dimenzios hipersikok
segitségével, konvex alterekre valo rekurziv felosztasat reprezentalja. A térfelosztast
addig végezziik, amig a keletkezett részekben egy megengedett szdmu objektum nem
marad. Ez a megengedett szam a hattértarold blokkméretétdl fiigg. A tér ilyen modon
torténd particionalasanak eredménye egy BSP-faval a kovetkez6 modon abrazolhaté: a
fa belsd csucsaiban a vagasokra vonatkozo informaciok és a szeparald sikok talalhatok,
a levelekben az input objektumok szerepelnek (4.12 abra).

Pont keresése a gyokérboél kiindulva — hasonléoan a kd-faknal bemutatott
algoritmussal — torténik. Minden csticsban a megfelelé koordinatak 6sszehasonlitasaval
arr6l dontiink, hogy a csucsban szerepld hipersik melyik oldalan talalhat6 a keresett
pont és ennek megfelelden 1épilink tovabb a fa kovetkezd szintjére. Barmely levél

elérése utan, megvizsgaljuk, hogy az abban hivatkozott objektumok koéziil melyik
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tartalmazza a pontot vagy melyik maga a pont. A keresés miiveletigénye O(n)ahol n a

fa elemeinek szama. A teriiletlekérdezések a pontkeresés modszerének altalanositasai.

A BSP-fa az egyik leghatékonyabb eszkéz térbeli objektumok indexelésére. Jol
alkalmazhat6 a tér t6bb kiilonboz6 modon valo felosztasara. Bar az algoritmus helyes
muikodése nem fiigg attol, hogy hogyan valasztjuk meg a szeparalé sikjainkat, a sikok
altal végrehajtandd vagasok szama azonban jelentésen befolyasolja az algoritmus
idéigényét. Hatranyuk, hogy nem kiegyensulyozottak, tovabba nem optimalis hipersik
mentén vald térfelosztaskor lehetnek benne elég hosszara nyult részfak is. Tarolasuk
tobb helyet igényel, mint a korabban bemutatott fa struktarak barmelyike, mert
korabban a belsé csucsokban csak egy hipersik azonositd kertilt tarolasra, de BSP-fak

esetén a vagosikot leird dsszefiiggések is szerepelnek.

4 Ha
rl
H2 \
"\.
p10@
Hi13
18
p:_s“_?“‘-u
o/ Po®-
rl@® / ® m
/./. pS
/>
H17
Hl
T T
- —
—~ ~
“ —
HS5 H3
/\ o
/ T
14 T
ol
H2 Ho H13 4
\ /\ /\ A
pl rl 13 o
H7 H17 H13 HI12
pl0 ‘ r2 ‘ ‘ r4 rl0 )
/A [ Ijx \"-. I;'f \
v\ VN [ FoN
5 p2 | pd ps 17| 18 p8 p7
p3 | p6 | 16 9

4.12 abra: BSP-fa
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4.6 Térkitolto vonalak

Ebben az alfejezetben a térkit6lté vonalakat, tulajdonsigaikat és felhasznalasaikat
mutatom be, mert a kovetkezd indexelési modszerek alkalmazésaban alapvetd szerepet
jatszanak.

Korabban emlitettem, hogy nehéz megfeleltetést taldlni az egydimenzids és a
tobbdimenzios adatok kozott, mert nem létezik a tobbdimenzids térnek tavolsagtartd
leképezése egydimenziosra. A cél mégis olyan leképezést adni, amely legalabb
bizonyos mértékben megorzi a térbeli objektumok egymashoz vald kozelségét. Ha ilyen
modon sikeriil egydimenziosra leképezni a teret, akkor alkalmazhatok lesznek a
masodik fejezetben bemutatott egyszerli indexelési eljarasok. Erre nytjtanak megoldést
a térkit6ltd vonalak.

Ha a tobbdimenzios teret cellakra osztjuk fel, az egyik dimenzié mentén, majd
vessziik valamely térkitolté vonalat, akkor ezek a vonalak a 2D racsoknak egy
egyértelmii sorrendjét adjdk meg. Ezzel a tobbdimenzios teret leképezziik az
egydimenzids térre Uigy, hogy az eredeti térben egymas kozelében 1évé objektumok a
rendezést kovetéen is viszonylag kozel lesznek egymashoz. A két leggyakrabban

hasznalt térkitolté vonal a Z-vonal és a Hilbert-gorbe.

4.6.1 Z-vonal

A leképezés végrehajtasahoz létrehozott celldkat szamokbol all6 cimkékkel latjuk el a
kovetkez0 modon. A teljes teret négy egyenld méretli négyzetracsra osztjuk fel, €s
mindegyik cella kap egy Ce[O..S] cimkét. Az igy kapott cellakat, ha sziikséges,

tovabbi négy racsra osztjuk fel és az Uj cellakat is cimkékkel latjuk el. Ezek a cimkék a
c.0, c.1, c.2 és .3 lesznek, ahol a pont a konkatenaciot jelenti. Ezt a rekurziv negyedel6
eljarast addig folytatjuk, amig a celldk valamelyike telitett allapotban van (bdvebben
lasd: negyedelé faknal), azaz a megengedettnél tobb objektumot tartalmaz. A
keletkezett cellak a cimkéjiik szerint lexikografikusan rendezhet6k. A rendezett cellak
kozéppontjat NW (észak-nyugat), NE (észak-kelet), SW (dél-nyugat), SE (dél-kelet)
iranyban 6sszekotve kapjuk a Z-vonalat. Minden negyedelés utan egy N x N -es méretii
métrix jon létre, ahol N=2% A d hatvany a negyedelés mélységét jelenti, azaz a
cellakhoz rendelt cimkék d hosszusaguak lesznek. Hatranya, hogy ha a nem szomszédos
cellak keriilnek 0sszekotésre, akkor ennek eredményeképpen nagy ugrasok adédnak. A

4.13 4bran lathato a Z-vonal d =1, d =2 és ad = 3 esete.
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4.13 abra: Z-vonalak (Morton kéd [11)

4.6.2 Hilbert-gorbe

A Hilbert-gorbe a Z-vonalhoz teljesen hasonlé moédon hozhatéd 1étre. A kiilonbség a
cellak  0sszekotési sorrendjében van. Kizarolag szomszédos racsok keriilnek
Osszekotésre, ezzel kikiiszobolheto a Z-vonalaknal latott nem szomszédos cellak kozotti
elonytelen nagy ugras. A térkit6lté vonalak alakja nem Z lesz, hanem 77 A 4.13 abran a
Hilbert-gorbe d = 1, d = 2 és d = 3 esete lathato.
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4.14 abra: Hilbert-gorbék

Mindkét gorbénél észrevehetd, hogy adddhatnak olyan esetek, amikor két objektum a

2D térben kozel van egymashoz, de a térkitoltd vonal mentén haladva tavol keriilnek.

-38 -



4. FEJEZET: Teriiletalapti médszerek

=N -
T‘.!‘.::-‘ o ‘::-.-r-:-
- "'.. /“/. ‘h. .
“ -5:,_
~h 1

b ar ‘,‘\"
/‘;’ i

4.15 abra: Z-vonalak és Hilbert-gorbék 3D esetben [131[14]

4.7 Negyedel6-fa

A negyedel6-fat (quadtree), mas elnevezéssel négyfat, hasznaljak a leggyakrabban a
térben elhelyezkedd objektumok indexelésére. Ennek oka az egyszerliségében rejlik.
Specialisan a 2D térben nevezik negyedeld-fanak, de tobb dimenzid esetén is
alkalmazhat6. Ez az elnevezés egy altalanos megnevezése azoknak a faknak, amelyek
ugy éplilnek fel, hogy a sikot mindig négy részre, specialis esetben negyedekre bontjuk
fel. Ha a dimenzi6 d és d > 2, akkor a térfelosztaskor 2° tartomany jon létre. Altalanosan
mondhatd, hogy egy d dimenzios térben hasznalva a negyedel6-fat, minden cstcsanak,
amely nem levél, 29 szamu leszarmazottja lesz. A negyedeld-fa haromdimenzios
kiterjesztését nyolcfanak (octtree) nevezziik. A kd-fakhoz hasonldan, a térfelosztas egy
rekurziv algoritmussal torténik. Tobbféle valtozatuk 1étezik, ezek kozil a
legnépszeriibbek a kovetkezok: pont négyfa (Point quadtree), a ponttartomany négyfa
(Point Region (PR)-quadtree) és a tartomany négyfa (Region quadtree).

4.7.1 Pont négyfa

A pont négyfa elnevezés arra utal, hogy a csucsokban pontokat tarolunk, azaz pontszerti
objektumok indexelésére alkalmazhatd. Osszetett objektumok indexelésekor ismét a
centroid-jukat vessziik alapul. A négyfak pont alapu tipusa a binaris keres6fanak olyan
tobbdimenzios altalanositasa, amelyet ugyantigy épitiink fel, mint az altalanos kd-fakat,
azzal a kiilonbséggel, hogy nem két, hanem mindig négy részre osztjuk a teret. Az
adatpontokat metsz6, a koordinata tengelyekkel parhuzamos, egymésra merdleges
egyeneseket véve, Kialakul a négy térrész és felépiil a fa. A térfelosztast rekurziv moédon

addig ismételjiik, amig van szabad input pont a térben, amelyet még egyetlen hipersik
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sem metsz el. Minden csucsban az input pontokat taroljuk és mindegyiknek négy
gyermeke (mutatok) van, NW, NE, SW és SE cimkékkel ellatva. A cimkék azt jelzik,

hogy a cstcs gyermeke a sziilében tarolt ponthoz képest melyik térnegyedben
helyezkedik el ! (4.16 &bra).

c9

pl

4.16 abra: pont negyedel6-fa

Pont keresése és beszurasa a kd-faknal bemutatott algoritmussal torténik. A
kiilonbség az, hogy az algoritmus minden szinten mindkét koordinatat 6sszehasonlitja
¢s ennek megfelelden 1ép tovabb NW, NE, SW vagy SE cimkéjli iranyba. Ez annak a
kovetkezménye, hogy térfelosztasra nem csak az egyik irany( hipersikot vessziik,

hanem negyedelést végziink. A TPL-t6]l fliiggéen és figyelembe véve, hogy minden
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csucsnak négy gyermeke van, a miiveletekre forditott koltségek is hasonldan alakulnak,
mint a kd-fak esetében. Ha a fat n szamt pontbol épitjiik fel, akkor a keresés és besziras
atlagos koltsége O(log, n). A torlés miivelete a térrészek megndvekedett szama miatt

bonyolultta valik.

Szerkezete erésen fiigg a beszurt pontok sorrendjétdl, igy kedvezotlen esetben
nagyon megnyulhat. Ha az input pontok eloszldsa nem tul egyenletes, akkor mérete a
sok felosztas miatt megnd. Ahogy a kd-faknal, itt is adott egy statikus és egy dinamikus
modszer az optimalizalasra. Statikus esetben a pontok sorrendjét eldre ismerjiik (lasd
Adaptiv kd-fa modszere). Dinamikus esetben a fa épitésekor kiegyensulyozottsagot
segitd atrendezéseket végziink.

Tipikusan az objektumok kozelségét vizsgald tartomanyi lekérdezésekre hasznaljak
ezt a szerkezetet. Pl.: Azoknak a varosoknak az Osszességére vagyunk kivancsiak,

amelyek Budapest 50 km-es kornyezetébe esnek. A tartomanylekérdezések koltsége k

dimenzi6 esetén, a legrosszabb esetben O(k * nlﬁ}/k) .

4.7.2 Ponttartomany négyfa

Ez a negyedelo-fak leggyakrabban hasznalt tipusa. Jol alkalmazhatd Osszetett
objektumok indexelésére is, mert az objektumokat a centroid-juk mellett az mbb-jiikkel
is azonosithatjuk. Az utobbi esetben a téglalapokra vonatkoz6 rész kivaloan megfelel
ezen Osszetett alakzatok tarolasara. Ponttartomany négyfak esetén a teret mindig négy

egyenld részre osztjuk fel, €s igy épitjiik fel a fat.

Pontok indexelése M: A térrészek egyenld felosztdsabol addddan nem elvaras,
hogy a felosztashoz hasznalt hipersik metszésben legyen valamely input ponttal. A
rekurziv negyedel6 eljarast addig folytatjuk, amig el nem érjiik, hogy minden 1étrejott
tartomany legfeljebb egy input objektumot tartalmaz.

A fa belsd cstcsai a negyedeléssel keletkezd tartomanyokat reprezentaljak,
leveleiben az input pontok talalhatok. A fa gydkere megfelel a kiindulasi térnek,
amelyben az objektumok elhelyezkednek. A belsé cstucsokban az egyes térrészek
reprezentacios modja a kovetkezOképpen alakul: a cstcs tartalmazza a hozza tartozo
térrész felosztasanak kozéppontjat azonositd koordinatdkat; illetve négy mutatot,
amelyek a felosztas utan keletkezd négy 0 tartomanyra mutatnak. Ezeknek a jel6lésére

a kovetkezoket hasznaljuk: NW, NE, SW ¢és SE. A fa levelei lehetnek tiresek (fehér
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szinfiek) vagy egy input pontot tartalmazhatnak (fekete sziniiek). Minden levél a
hattértarolo egy blokkjanak felel meg ! (4.17 abra).

A fa felépitése az egyes pontok egymas utani beszarasat jelenti. A gyokértol egy
keresO eljarassal addig haladunk lefelé, az egyes szinteken a koordinatakat
Osszehasonlitva, amig egy levélhez nem ériink. Ha a levél iires, akkor a pontot eltaroljuk
benne. Ha a levél nem {ires, akkor csticsvagasra van szilkség, azaz az aktualis
tartomanyt jabb ¢€s jabb négy részre osztjuk. A negyedelés addig folytatodik, amig a
régi és az 0 csucs kiilon tartomanyba nem esik. A beszuras utan a két pont egymas
testvére lesz. Ha a pontok tal kozel vannak egymashoz, akkor a negyedelés egymas utan

tobbszor ismétlddik, ezaltal a fa alakja megnyulik.

(0, 100) (100, 100)

* (6, 90)

(6,90) (88, 56)

(88, 56)

\

| 0
(85, 28)

.

: O |
- (5%, 46) (14,4)

(65| 36) * [ |(72, 34)

(85, 28) (54,46)
(14,4)

(0, 0) (100,0) (65, 36) (72, 34)

4.17 abra: ponttartomany negyedel-fa: pontok indexelése

A szabdlyos és fix negyedelések miatt, a struktira szerkezete nem fiigg a beszurt
pontok sorrendjétdl, azonban az eloszlasuk meghatarozd szerepli a fa alakjaban és
méretében. Siiriin elhelyezkedd ponthalmazok esetén a sok negyedelés miatt, a fa alakja
megnyulik. Minden negyedelés alkalmaval ugyanis egy meglévo levélnek ijabb négy
gyerekcsucsa jon létre. A keresések, a fa magassaga miatt, idoben elhuzodnak, az
adatmanipulacios miveletek koltségei megnonek.

Pont keresésekor a fa gyokerétdl kell eljutni a megfeleld levélig oly mddon, hogy
minden egyes csticsban megvizsgaljuk, hogy a keresett objektum melyik térnegyedbe
esik ¢és ennek megfeleléen Iépiink tovabb a kdvetkezo szintre. Ahogy a fa felépitésénél

lattuk, beszuraskor csticsvagasra lehet sziikség, attol fliggden, hogy a pontok milyen
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stirin helyezkednek el a térben. Hasonldan, ha egy pont torlése utan egyetlen levele
marad a csticsnak, akkor a résztartomanyokat érdemes 6sszevonni egybe.
Lathato, hogy a miiveletek futasideje, ahogy a korabbi esetekben is, a fa maximalis

mélységétdl fiiggenek. n csticspont esetén a minimalis mélység |_ log,(n—-1) —‘ Ekkor a

fa kiegyensulyozott. Ez persze az optimalis eset, altalanossagban nem mondhaté
igaznak. Fels6 korlat azonban nem adhat6o ilyen konnyen, kivéve, ha a kovetkezo
optimalizéciot elvégezziik: a fa alakja tomorebbé tehetd, ha olyan valtozatat hasznaljuk,
ahol a tartomanyok felosztasanak feltételét a blokk méretéhez igazitjuk, azaz csak abban
az esetben osztunk tovabb egy térrészt, amikor egy adott csucshoz tartoz6 lap a
megndvekedett szamu pontok miatt talcsordul. Ilyenkor barmely levelet elérve tovabbi
keresésre van sziikség az adott blokkban a pontos eredmény meghatarozasahoz. Mivel a
mélység a pontok eloszlasatol fiigg, ezért egy masik korlatozé lehetdség a megnyulasra,
ha feltessziik, hogy a vizsgalt térrész kiterjedése t €s a benne elhelyezkedd objektumok

koziil barmely kettének az Euklideszi tavolsaga legalabb d. Legrosszabb esetben egy d

hosszu szakasz, valamely koordinata tengelyre vett vetiilete d / V2 hosszi. Ekkor a t
kiterjedésii tartomanyba maximum t / ( d / NG ) ilyen szakasz fér el. Igy a mélységre a

kovetkezd felsd korlat adhato: [ log,((t / d)*v2 )

A tarolas koltségérdl a kovetkezd megallapitast tehetjiik. Ha feltételezziik, hogy az
input objektumok elhelyezkedése a térben lefedhetd egy 2" x2“ méreti
négyzetraccsal, akkor n szamu input objektumbol épitett fa taroldsi igénye legfeljebb
O(n*N) lesz.

A négyfak is tdmogatjak azokat a tartomanyi lekérdezéseket, amelyek téglalapba
es6 pontokat keresnek. A téglalap oldalai a negyedel6 sikokkal parhuzamosak. Az ilyen
tipustt keresések miiveletigénye legrosszabb esetben O(t*2"), ahol t a megtalalt
pontok szama és N a fa maximalis mélysége.

Téglalapok indexelése g

: Ebben a részben megvizsgalom, hogyan lehet a
ponttartomany négyfaval téglalapokat indexelni. Ha a komplex alakzatainkat a
legkisebb befoglalo téglalapjukkal azonositjuk, akkor ennek a moddszernek a
segitségével indexelésiik visszavezethetd erre az esetre.

A fa felépitése ugyanugy torténik, mint a pontok indexelésekor. Alakzat
beszurasakor a negyedelést addig végezziik, amig minden tartomanyban legfeljebb egy

adott szdmu objektum nem marad. Ez az adott szam a blokk méretének felel meg.
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Azt mondjuk, hogy egy t tartomany fedésben van egy mbb-vel, ha az alabbi harom
eset koziil az egyik teljesiil:
(1) atéglalap tartalmazza a tartomanyt
(2) atartomany tartalmazza a téglalapot
(3) atartomany és a téglalap metszik egymast
Ekkor az mbb minden, vele fedésben 1évé tartomanyt reprezentald levélben meg
fog jelenni az azonositojaval (4.18 abra). Uj téglalap beszurasa és torlése ugyanigy
torténik, mint a pontok esetén, azzal a kivétellel, hogy (1) és (2) esetben lehetséges,
hogy a végrehajtott mivelet tobb levelet is érinteni fog, ezzel a koltségeket novelve.
Akar pont, akar téglalap beszurasa utan, ha valamelyik blokk talcsordul, akkor tovabbi

negyedelések (csticsvagasok), torléskor pedig tartomany 6sszevonasok fordulhatnak eld.

[8.11,12,13]

[3.4.7] [9,10,14]

z
=l
—
(=2
3
R

13

d

[1,2,56] [56,14] [23,6] [61

4.18 abra: ponttartomany negyedel-fa: téglalapok indexelése

Pontszer(i objektumok keresésének, beszurasanak és torlésének algoritmusa teljesen
megegyezik a pont négyfanal alkalmazott modszerekkel.

Téglalapok keresésekor a gyokérbdl kiindulva, minden olyan levélig el kell jutni,
amely altal reprezentalt tartomany a keresett téglalappal fedésben van. Ennek
eredményeképpen lehet, hogy a faban tobb utat is be kell jarni az eredmény
meghatarozasahoz.

Strtin  elhelyezkedd téglalapok indexelésekor a talcsordulds valdsziniisége
nagyobb, tovabbi darabolasokra van sziikség, ez az index méretének novekedésével és a
hatékonysag csokkenésével jar. A téglalapok mérete is befolydsolo tényezd, hiszen ettdl
fiigg, hogy hany levélben sziikséges a téglalapot eltarolni, ami megmutatja, hogy

kereséskor hany utat kell bejarni a faban. Minél nagyobb a téglalap, annal nagyobb az
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esélye, hogy tobb tartomanyt is le fog fedni. Ezéltal, a grid indexelési modszernél is
latott, duplikaciok Iépnek fel. A duplikdtumok szama a negyedelések tobbszori
alkalmazasaval exponencialisan nd, ezaltal a keresések ¢s a torléseket lelassulnak, a

tarigény megnovekszik, és az index elveszti hatékonysagat.

4.7.3 Tartomany négyfa

A negyedeld-fak tartoméanyokra vonatkozod tipusat nem részletezem teljes mélységében,
mert altalaban nem a vektoros modellre — amely a dolgozatom koézéppontjaban all —
hanem a raszteres képek indexelésére alkalmazzak. Erdekességképpen emlitem csak
meg ennck folyamatat és az eredményt egy abran is szemléltetve.

A fa felépitéséhez a megszokott negyedeléseket végezziik el. A negyedelések
szamara tehetok kiillonbozé megkotések, hogy ne pixelnyi méretekig kelljen elmenni.
Pl.: Egy fekete-fehér képet véve alapul, térfelosztasokat addig folytatjuk, amig az egyes
tartomanyi negyedekben csak azonos szini pixelek maradnak (4.19 ébra). Ugyanezt
szolgalja, ha feketével jeloljiik a térképi alakzatunk bels6é pixeleit és fehérrel azokat,
amelyek nem tartoznak hozza az alakzathoz. A moddszer kiilonboz6 felbontast képekre

is alkalmazhato.

4.19 abra: tartomany negyedel-fa: fekete-fehér raszteres képek indexelése

Az é4bran lathatd faban a keresések, a beszurdsok ¢és a torlések algoritmusa a
koradbbiaknak megfeleléen miikddik. Objektum keresésekor az azonos szinli pixelek
helyét kell megtalalnunk a faban. Ez a fenti példaban azokat a leveleket fogja érinteni,
amelyekben a fekete szinii pixelek keriiltek tarolésra.

Az eljaras kiterjeszthetd tobb szinii képekre is. Szines képekre két altalanos

alkalmazast adok meg. A két megoldas a negyedelés feltételében kiilonbozik egymastol:
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e az egyes tartomanyok méretét nem egy konkrét pixel szine hatdrozza meg,
hanem t6bb, egymdstdl csak arnyalatukban eltérd pixelek Osszessége. Ez azt
jelenti, hogy ha a kozel azonos intenzitasértéki pixelek egy tartomanyba esnek,
nem végziink tovabbi negyedeléseket. A felosztast csak akkor folytatjuk, ha az
értékek kozott egy adott korlatnal nagyobb az eltérés. Pl. erre lehet egy tol-ig
intervallumot megadni.

e joval bonyolultabb eljarasok (pl. klaszterezés, tematikus térképek készitése)

utan, a kialakult tematikus tartomanyokba tartozo képpontok foglalnak helyet a

fa levelein (4.20 éabra).
|
i
o
0]
[ X Jw] .... "f).‘.. w \ \. V. .’.‘f\:‘. ‘.'v}‘ (. L. ‘ \,... : .
vee 60008 6000 .00 6000 6600 6000 60ee S50 000 006  Gcee

4.20 abra: tartomany negyedel§-fa: szines raszteres képek indexelése

A negyedeld-fak eddigi verzidibdl jol 1athatd, hogy tarolasuk nem olyan hatékony, mint
a B-faké. Ennek oka, hogy a B-fakkal ellentétben, minden cstcsnak csak négy gyereke
lehet, amely a blokkok kihasznaltsaganak szempontjabol nem tal elényos, mert azok
tobbsége csak részben lesz telitett vagy teljesen iiresen marad. Nehéz leképezést talalni
a négyfa és a lemez blokkjai kozott. Sokkal hatékonyabbak ilyen szempontbol a B-fak
és a kovetkez6 fejezetben szereplé R-fa és egyes tipusai. Ha a legrosszabb esetet
vizsgaljuk, akkor minden bels6é cstcs masik lapra keriil. Kereséskor a fa minden
szintjén mas blokkot kell beolvasnunk, igy az I/O miveletek szama meg fog egyezni a

fa mélységével. Lattuk, hogy a fa magassaga bizonyos esetekben nagyon megnyulhat.
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4.8 Linearis negyedelo-fa

Felhasznalva a térkit6lté vonalakat bevezethetiink egy, a blokkokat optimalisabban
kihasznalo struktirat, amelyet lineéris negyedeld-fanak neveziink.

Az alapotlet az, hogy miutan a négyfa felépiilt, a térkitoltd vonalaknal latott eljarast
alkalmazva, minden levélhez hozzarendelhetiink egy 6t azonositdé cimkét, amelynek
hossza megegyezik a gyokértél az adott levélig vezetd ut hosszaval. Ha a Z-vonalnal
latott (NW, NE, SW, SE) sorrendnek megfeleléen cimkézziik fel a leveleket, akkor
balrél jobbra végig haladva rajtuk, a cimkéknek lexikografikusan névekvd sorozatat
kapjuk (4.21 abra). Ebben a sorozatban nem minden levél cimkéje lesz azonos hosszi.
Mindezek utan, a levélcimkék rendezettségét kihasznalva, egy B*-fa indexet épithetiink
fel a levelekbdl kiindulva (4.22 abra). Ezzel a modszerrel tobb levél elhelyezhet6 egy
blokkban, igy a helykihasznalas optimalisabba tehetd.
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4.21 abra: negyedel6-fa leveleinek cimkézése Z-rendezéssel
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4.22 abra: B*-fa a negyedel§-fa leveleinek cimkéjébdl
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Linearis negyedeld-fak alkalmazasakor is felirhatok a pont és a teriilet lekérdezés
algoritmusai:
o Pont lekérdezés: A lekérdezés 1épései a kovetkezok lesznek:
(1) A P pont cimkéjének () meghatarozasa: a cimkét gy allitjuk eld, hogy a
teret egy griddel fedjiik le, amely olyan médon all el6, mintha a negyedelés

teljes lenne. Ekkor a P pontot tartozo6 cella cimkéje a Z-vonal mentén és a

negyedelés mélységének megfeleléen meghatarozhatd (ilyenkor a cimke

hossza egyenld a fa mélységével).
(2) A negyedeld fa levelének visszaallitasa a B*-fabol: ha L annak a levélnek a
cimkéje a négyfaban, amelyben a P pont szerepel, akkor két eset allhat el6:

o L =1:alevél cimkéjének hossza egyenld a fa mélységével.

o L prefixe I-nek: a levél cimkéjének hossza kisebb a fa mélységénél és a
levélhez tartozo negyed tartalmazza azt a cellat, amelyben a P pont
talalhato. Pontosabban az L a legnagyobb cimke a B*-fiban, amely
kisebb vagy egyenld, mint I, és a négyfaban a hozza tartozo negyed
tartalmazza a pontot.

(3) Levél beolvasasa és keresése: beolvassuk a levélhez tartozd blokkot és az

Osszes bejegyzésre megvizsgaljuk a tartalmazast.

A fenti jelolések bevezetése utan az algoritmus a kovetkezd [1;

LQ-POINTQUERY(P : Point) : Set(oid)

Begin
res:=0
I := POINTLABEL(P)
[L, p] := MAXINF()
page := READPAGE(p)
for each e in page do
if(P in e mbb) then res += {e.oid} end if
end for
return res

End

Az algoritmus tehat azon objektumok azonositoit adja vissza egy listaban,

amelyek legkisebb befoglalo téglalapja tartalmazza a P pontot. A
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POINTLABEL(P) fliggvény meghatarozza az adott pont cimkéjét. A MAXINF(I)

fliggvény megkeresi a B-faban a (2) pontban leirtaknak megfelelé cimkét. A

READPAGE(p) beolvassa a p blokk tartalmat a memoriaba. Mivel a komplex

objektumoknak csak a legkisebb befoglald téglalapjaval dolgoztunk, azért a

miveletek elvégzése utan egy tovabbi finomitasra is sziikség van, amely

megmondja, hogy maga az objektum valoban tartalmazza-e a keresett pontot. A

lemez I/O miiveletek szama a kdvetkezo két részbdl tevodik Ossze: elsd 1épésben

a levelekhez vezetd ut soran a bels6 csucsokhoz tartozé blokkokat beolvassuk

majd a megtalalt levelet is beolvassuk. Ehhez 6sszesen d+1 lemez 1/0

miiveletre van sziikség, ahol d a B*-fa magassiga. A B'-fa helyfoglaldsa és

teljesitménye csak a fa alakjatol fligg, ezért az I/O miiveletek szdmat nem

befolyasolja a pontok térben vald eloszlasanak egyenletessége sem pedig a

dinamikus szituaciok. Még a legrosszabb esetekben is hatékony a miikodés.

Teriilet / ablak lekérdezés: A feladat az, hogy meghatarozzuk azt az

intervallumot, amelybe esé cimkékhez tartozo negyedeknek van atfedésiik a

megadott W ablakkal. A végeredmény meghatarozasahoz egy tartomany

lekérdezést kell lefuttatnunk a B*-fan. Ennek harom lépése a kovetkezd:

(1) A W ablak bal fels6 csticsahoz tartozo6 cimke (1) eléallitasa a pont lekérdezés
algoritmusanak (1) 1épésében leirt moédon. A kapott cimke segitségével és a
pont lekérdezés (2) Ilépésében megadott algoritmus felhasznalasaval
megkeressilk a B'-faban az intervallum als6 hatarat (L). Ugyanezzel a
modszerrel Kiszamitjuk az ablak jobb als6 cstcsanak a cimkéjét (I°) és a
hozza tartozo L’ cimkét. Ez lesz az intervallum felsé hatara.

(2) Az [L,L7] intervallumon belill maradva lefuttatunk a B*-faban egy
tartomany lekérdezést, amely megadja az 9sszes olyan bejegyzéshez tartozo
cimkét, ami az intervallumon beliil helyezkedik el.

(3) Az el6z6 pontban meghatarozott bejegyzésekhez meghatarozzuk az altaluk
cimkézett tartomanyi negyedeket. Ha a kapott negyed atfedésben vagy
metszésben van a W ablakkal, akkor beolvassuk a hozza tartozo blokkot és
az 0sszes bejegyzésre megvizsgaljuk a tartalmazast.

A kapott eredmény tobbszordsen tartalmazhatja ugyanazokat az elemeket, ezeket

rendezziik, majd a duplikdtumokat tor6ljik. Az algoritmus azon objektumok

azonositoit adja vissza egy listaban, amelyeknek van kozos (teljes tartalmazas

vagy metszet) részek a W ablakkal.
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A lekérdezés algoritmusa a kovetkezs

LQ-WINDOWQUERY(W : Rectangle) : Set(oid)

Begin
res:=0
I := POINTLABEL(W.NW); [L, p] := MAXINF(I)
I’ := POINTLABEL(W.SE); [L’, p’] := MAXINF(I")
Q := RANGEQUERY([L, L)
for each gin Q do
if (QUADRANT(q.l) overlaps W) then
page = READPAGE(q.p)
for each e in page do
if(W N e.mbb # @) then res += {e.oid} end if
end for
end if
end for
SoRrT(res); REMOVEDUPL(res)
Return res

End

Az [L, L’] intervallumban sok olyan negyed cimkéje is el6fordulhat, amelyeknek
nincs a W ablakkal k6zos résziik. Az I/O miveletek szama igy sziikségteleniil
nagyra nd. Ugyanakkor a koltség csokkenthetd, ha azokat a blokkokat,
amelyekben szerepld negyedek nem fedik a teriiletet, nem is vizsgajuk meg.
Teriilet lekérdezésnél kicsit Osszetettebb az 1/0 miiveletek kiszamitasanak
modja. Az elsé 1épésben, az intervallum két végpontjanak megtalalasahoz
kétszer annyi miivelet sziikséges, mint a pontkereséskor, azaz 2*d
lemezmiiveletet hajtunk végre. A maésodik 1épésben eljutunk ahhoz a levélhez,
amelyik az intervallum also hatarat jelképezi, ez d lemezmiiveletet eredményez.
A Iépések utan a tartomany végéig sorban beolvassuk a levelekhez tartozo
sszelancolt blokkokat. fgy tehat a tovabbi lemezmiiveletek szama a tartomany
méretétdl fiigg.

Léteznek sokkal hatékonyabb algoritmusok is, amelyek elkeriilik azoknak a
negyedeknek a keresését, amelyeknek a tartomannyal nincsenek kozos részeik.

De ezek nagyon megnehezitik a tervezés bonyolultsagat.
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4.9 Z-rendezo fa

Ebben a fejezetben bemutatasra keriilé szerkezet az alakzatok kozelitésére nem az mbb-t
fogja hasznalni. Jobban jarunk, ha egy negyedel6-fa segitségével bontjuk dket fel, majd
a levelekbe keriilt térrészek segitségével adunk rajuk kozelitést. Ismét egy négyfat
épitiink fel, majd a leveleinek cimkéjét egy B*-faba szervezziik.

A kovetkezOkben megadom a fa felépitésének rovid leirasat. A gyokérbdl haladunk
a fa levelei fel¢ a kovetkezd modon ™ A gyokér a teljes térrészt abrazolja. Adott egy o
objektum geometriaja és egy g negyed. Ellendrizziik, hogy az o lefedi-e a q gyokerl
teljes négyfa leveleit. Ha lefedi, akkor a q eleme lesz az eredményhalmaznak. Ha az o
nincs fedésben g valamely levelével, akkor g minden levelét tovabbi négy részre
osztjuk. Az igy létrejott 0j negyedekre ismét megvizsgaljuk a tartalmazast. A rekurziv
negyedelést, addig végezhetjiik, amig el nem érjiik a fa mélységére adott d korlatot. A fa
egyes leveleiben 1étrejott negyedeket egyesitve, az 0 objektumnak egy legjobban
kozelitd lefedését kapjuk (4.23 abra). Minden alkalommal egy negyed cimkéje és a
hozza tartozo alakzat oid-je keriil be az eredményhalmazba a Z-vonalnak megfeleld
sorrendben. A 1étrejott eredményhalmaz tekinthetd az objektum raszteres kozelitésének.

A negyedelé-fa felépitése utan, ha vessziik a leveleit és egy B'-fat szerveziink
foléjiik, akkor megkapjuk a Z-rendezo fat. Ha a vonalban nagyobb ugras van, akkor a
létrejové B'-faban egy objektumot lefedé celldk egymastol tavolra is keriilhetnek.

Egyébként altalaban szomszédos levelekben lesznek.

023

201 Ly)/ \'300 yﬁ
211

302

4.23 abra: Térfelbontas a Z-rendez6 fahoz
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Ahogy a linearis negyedel6-faknal, itt is el6fordulnak duplikatumok, mert egy
objektum azonositdja az eredményhalmaznak annyi elemében fog szerepelni, ahdny
cellat az alakzat kozelitése tartalmaz. Az is eléfordulhat, hogy az eredményhalmaz tobb
azonos cimkével rendelkezé eleméhez mas és mas oid tartozik. Ez az eset akkor all
fenn, ha egy cella, tobb alakzatnak a negyedekkel valo kozelitésében is szerepel és
mindegyiknek egyforma mélységben. Az is eléfordulhat, hogy egy cella tobb objektum
kozelitésében is részt vesz, de a felbontas kiilonb6zo szintjén.

Ugyanugy, ahogy a linearis negyedel0-faknal, itt is megadhatok a pont és a tertilet
lekérdezés algoritmusai. A kiilonbség az utolsé 1épésben van, amikor az alakzat

azonositojat is eltaroljuk, amely az éppen vizsgalt aktualis cellaval fedésben van.

A teriilet lekérdez6 algoritmus a kdvetkezOképpen alakul (1.

ZQ-WINDOWQUERY(W : Rectangle) : Set(oid)

Begin
res:=0
1 := POINTLABEL(W.NW); [L, p] := MAXINF(])
I’ := POINTLABEL(W.SE); [L’, p’] := MAXINF(I)
Q := RANGEQUERY([L, L))
for each gin Q do
if (QUADRANT(q.l) overlaps W) then res += {e.oid} end if
end for
SORT(res); REMOVEDUPL(res)
Return res

End

Teriilet lekérdezésnél az I/O miiveletek szdma ismét Osszetett modon torténik. Az
elsd 1épésben, az intervallum két végpontjdnak megtaldlasahoz kétszer annyi miivelet
sziikséges, mint a pontkereséskor, azaz 2 * d lemezmiiveletet hajtunk végre. A masodik
1épésben eljutunk ahhoz a levélhez, amelyik az intervallum alsé hatarat jelképezi, ez d
lemezmiuveletet eredményez. A 1épések utan a tartomany végéig sorban beolvassuk a
levelekhez tartozé dsszelancolt blokkokat. Igy tehat a tovabbi lemezmiiveletek szama a
tartomany méretétdl fiigg.

Osszehasonlitva a linedris negyedeld-fit és a Z-rendezd fat, a kovetkezd

megallapitasukat tehetjiik. Ahogy a struktira nd, a B*-fa mélysége és vele egyiitt az /0
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lemezmiveletek szama is megemelkedik, mert minden objektum kdozelitésében
résztvevé Osszes cella megjelenik egy bejegyzésben. Azt mondhatjuk, hogy az
objektumok kozelitése jobb lett, mint a linearis négyfanal, de a bejegyzések szama
drasztikusan novekedett. A linearis negyedeld-fabol készitett B*-faban a bejegyzések
szama joval kevesebb, mindig egyenl6 a fa negyedeinek szamaval.

A Z-rendez6 fanak vannak olyan variansai is, amelyek a raszteres képek
indexelésére jol hasznalhatok. A modszer ugyanaz, mint a vektoros esetben, kivéve,
hogy az eredményhalmazban szereplé térrészeket a legelemibb cellakra osztjuk fel. Egy
objektumot igy a legkisebb felbontasi szinten tudjuk kozeliteni. Ennek a tipusnak nagy
hatranya, hogy a redundancia elég nagy, és a bejegyzések szama joval tobb, mint a
vektoros abrazolaskor. A pont és a teriilet lekérdezé algoritmusok azonban
egyszeriisodnek. Az ablak lekérdezések algoritmusanal nincs sziikség a MAXINF
figgvényre az intervallum hatarainak meghatarozasara, mert minden cella minimalis.

A Dbejegyzések szaméanak csokkentéséhez létezik a Z-rendezé faknak egy
redundancia nélkiili tipusa is, de a diplomamunkamnak nem célja a raszteres indexelési

modszerek teljes korli bemutatésa.

A terliletalapl modszereknél részletesen bemutattam a leggyakrabban hasznalt

indexelési modszereket. A kovetkezd fejezetben attérek az adatvezérelt modszerekre.
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5. Adatvezérelt modszerek

Az adatvezérelt moddszerek nem a térbdl, hanem az objektumokbol indulnak ki.
Idesoroljuk azokat a hierarchikus szerkezeteket, amelyek a térbeli objektumokat
szervezik Ossze a befoglalo téglalapjuk alapjan. A térfelosztas helyett az objektumok

crer

nagy szerepet az alakzatok legkisebb befoglalé téglalapjanak fogalma.

5.1 R-fa

Térbeli objektumok indexelésére a legtipikusabb és legegyszeriibb adatvezérelt modszer
az R-fa (Region-tree). Szerkezetiik a térben elhelyezkedd téglalapok eloszlasatol fiigg.
A B-fakhoz hasonléan, a szerkezetiik hierarchikus felépitésii és kiegyensulyozott. A
kiilonbség, hogy mig a B-fak egyszertii értékii kulcsokbdl épiilnek fel, tdimaszkodva azok
rendezettségére, addig az R-fak téglalapokat szerveznek 0ssze.

Minden bels6 cstics €s a levelek a hattértarold egy-egy blokkjanak felelnek meg,
igy a fa paramétereit ugy kell megvalasztani, hogy a lekérdezések soran minél kevesebb
szamu csucselérés legyen, csokkentve ezzel az I/O milveletek szamat. A belsd
csticsokban egy téglalap szerepel, amely a cstcs egy blokkba esé gyerekeinek legkisebb
befoglaldo téglalapja lesz. A kiilonb6zd csucsok téglalapjai egymassal lehetnek
atfedésben is. A levelekben az adatbazis objektumaira taldlhatok hivatkozasok. Bar a
téglalapok a térbeli pozicidjuk szerint tobb levélhez is tartozhatnak, mégis a térfeloszto
modszerekkel ellentétben most kizarolag egyhez fogjuk 6ket bejegyezni. Ez azt jelenti,
hogy egy lekérdezés esetén tobb csticsot is meg kell vizsgalni ahhoz, hogy
megallapitsuk egy téglalap 1étezését vagy nem létezését. Magukat az objektumokat is az
mbb-jiikkel azonositjuk (5.1 abra).

Ha a blokkok mérete M, akkor a fa paraméterezése a kovetkez6 modon alakul [,

e minden csiicsban a bejegyzések szama m és M kozott van (0<m<[M/2]).

e belsé csucsok: egy N belsé csucsnak (dr, nodeid) parok az elemei, ahol dr a
legkisebb befoglalo téglalapja N azon gyerekeinek, amelyek a nodeid cimi
blokkban szerepelnek.

o levelek: egy levélnek (mbb, oid) parok az elemei, ahol mbb a legkisebb

befoglald téglalap, oid pedig annak az objektumnak az azonositoja, amelyet a
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téglalap tartalmaz. A befoglald téglalap koordinatai: (Xi, ya, ..., Xd, Y4), ahol d a
tér dimenzidja.

e a gyokérnek legalabb két eleme van, kivéve, ha levélcsucs.

e a fa kiegyensulyozott, levelei egy szinten vannak. A fa magassaga n szamu
objektum indexelésekor legfeljebb | log,, n |1 és legalabb | log,, n|-1 lehet. A
pontos érték a blokkok kihasznaltsagatdl fiigg.

Az R-fa alakja nem egyedi, szerkezete erdsen fligg a beszurt téglalapok

sorrendjétél. Az emlitett tulajdonsagoknak és a fa kiegyensulyozottsaganak minden 1j

elem beszurasa utan és egy elem torlése utan is fenn kell allnia.

r
]

10 [1,2,5,6] [3.4,7,10] [8,9,14] [11,12,13]

5.1 abra: R-fa

Nagyszamu objektumok esetén a fa szomszédos leveleinek szama megnd, nem ugy,
mint pl. a négyfaknal.

Emlitettem, hogy M a maximuma az egy csucsban elhelyezkedd bejegyzések
szaméanak. FErtéke fligg az elemek méretétdl és a blokk méretétdl, azaz
M =[Size(P) / SiIzE(E) | képlettel adhato meg. Ertéke, levélcsucs és belsd cslics esetén
kiilonbozhet, mert a bejegyzések mérete az oid és a nodeid hosszatol fiigg. Az oid
nagyobb lesz, mert egy lapon beliili objektum cime biztosan hosszabb, mint egy lapcim
(nodeid). A cstcsok minimalis bejegyzéseinek szama m, amely a cstcsvagasok
stratégiaitol fiigg. Adott m és M paraméterli, d magassagi R-fa legalabb m?+ 1 és

legfeljebb M @ + 1 objektum indexelésére alkalmas.

Keresés R-faban™: A teriilet lekérdezés modszere, a pontlekérdezések
altalanositasa, ezért az utobbit mutatom be részletesen. A pontlekérdezés a B-faknal

ismert algoritmushoz hasonléan torténik. A gyokérbodl indulva, annak minden gyerekét
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megvizsgaljuk, hogy valamely hozzajuk tartozé dr téglalap tartalmazza-e a keresett
pontot. Itt jegyzem meg, hogy az R-fa nem garantalja, hogy a megoldashoz egyetlen
utat kell csak bejarni a faban, mert az egy szinten 1évo téglalapok lehetnek egymassal
fedésben is. Ha egy keresett pont vagy objektum tébb téglalap metszetébe esik, akkor a
keresést ezeknek a részfaknak mindegyikére sziikséges kiterjeszteni. Ez a tulajdonsaga
is megkiilonbozteti az R-fakat a térfelosztd modszerekt6l. Legrosszabb esetben a
gyokérbol indulva az Osszes levélig vezetd utat be kell jarni igy az indexhez tartozé
minden blokkot be kell olvasni, ami a hatékonysagot csokkenti. A keresé algoritmust
addig folytatjuk, amig a faban egy levélhez nem érkeziink. Ha tobb részfaban is
keresiink, akkor mindegyikben egy levelet el kell érni. A keresés alatt az egyes csticsok
elérésekor két eset allhat eld:

e Az éppen elért csucsban egyik bejegyzett téglalap sem tartalmazza a P pontot.
Ekkor a keresés ledll. Ez akkor fordulhat eld, ha a P pont a csucs sziildjében
talalhato dr téglalapjaba beleesik ugyan, de az abban szereplé tartomanyok
egyikébe sem, azaz a pont a csucs holt-terében van.

e Az éppen elért csucs egy vagy tobb bejegyzésében is szerepel a P pont. Ekkor
minden tartalmazas esetén, az azokhoz tartozoé részfat meg kell vizsgalni.

Masodik 1épésben, ha egy levelet elértiink, akkor az abban szerepld Osszes

bejegyzés cimet meg kell vizsgalnunk, hogy pontosan melyik vagy mely objektumok

tartalmazzak a keresett P pontot.

A fent leirtaknak megfeleld pontlekérdezd algoritmus a kdvetkezdképpen alakul [1:

RT-POINTQUERY(P : Point) : Set(oid)

Begin
res:=0
SL := RTREETRAVELSAL(root, P)
for each /in SL do
for eachein L do
if(P in e mbb) then res += {e.oid} end if
end for
end for
return res

End
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Az algoritmushoz tartoz6 RTREETRAVELSAL rekurziv eljaras [

RTREETRAVERSAL(nodeid : PagelD, P : Point) : set of leaves

Begin
res:=0
page = READPAGE(nodeid)
if (N is a leaf) return {N}
else
for each ein N do
if(P in e.dr) then res += RTREETRAVELSAL(e.nodeid, P)end if
end for
end if
return res

End

Ha a P pont minden szinten egyetlen téglalapba esik, akkor az algoritmushoz d
blokkolvasas sziikséges, ahol d a fa mélysége. Ez az eset nagyon ritka és ilyekor a
keresések alkalmaval csak néhany utat kell végigjarni a faban a gyokértdl a levelekig. A
miiveletigény logaritmikus lesz. A legtobb esetben azonban nem ez a helyzet all el6.

A teriiletlekérdezés algoritmusa a fentiekbdl altalanosithatd. A ,,P in” predikatum
helyett az ,intersect W” predikatumot hasznaljuk, ahol W az ablaklekérdezés
argumentuma. Minél nagyobb az ablak mérete, anndl tobb cstcsot kell bejarni

kereséskor.

Besziiras R-faba !: Az uj pontok illetve az objektumokat befoglald téglalapok
mindig a levelekbe keriilnek beszurasra. A gyokértdl indulva a levelek fel¢ haladunk és
minden csucsban dontiink a tovabbhaladas iranyarél. A dontés feltétele az, hogy az
éppen elért csicsban melyik bejegyzéshez tartozd dr mérete alkalmas arra, hogy a
beszurandd objektumot magaba foglalja. Ha egyiknek sem elég nagy a mérete, akkor
olyat valasztunk, amelyet a legkevésbé kell megnovelni. Ha tobb ilyen is van, akkor a
legkisebb teriiletiit valasztjuk Ki. (CHOOSESUBTREE) Egy dr novelése utan, ellendrizni
kell, hogy a sziil6t nem érinti-e a téglalap méretének ndvekedése (ADIJUSTPATH).
Legrosszabb esetben a gyokérig fel kell menni €s minden szinten sziikséges a méreteket
frissiteni. Ezzel a modszerrel addig haladunk lefelé a faban, amig egy levelet el nem

ériink. Ott ellendrizziik, hogy a hozza tartozo blokk nem fog-¢ tulcsordulni a beszuras
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végrehajtasakor. Ha nem Iép fel talcsordulas, akkor a levélbe bekeriil egy j (mbb, oid)
par, ellenkez6 esetben csucsvagast kell végezni, majd az igy létrejott 0 levelek kozott
az objektumokat elosztani. Csucsvagaskor ismét felfelé haladva ellendrizni kell, hogy
sziikséges-e barmely belsé csucsot is kettébontani, hogy a fa alapvet6é tulajdonsagai
megmaradjanak és a lapokban ne legyenek tulcsordulasok. (SPLITANDADJUST)
Legrosszabb esetben a vagasok sorozata a gyokérig felgylriizik. Ha a gyokérben is
vagasra van sziikség, akkor a fa mélysége 1-el meg fog noni.

A belso fliggvényeket nem részletezve a beszlras algoritmusa a kovetkezo [1]

INSERT (e : LeafEntry)

Begin

node := root

while (node is not leaf) do
node := CHOOSESUBTREE (node, e)

end while

INSERTINLEAF(node, e)

if (node owerflows) then
SPLITANDAD]JUST(node)

else
ADJUSTPATH(node)

end if

End

Egy blokk tulcsordulasakor felmeriilé csiicsvagaskor az objektumok szétosztasara
tobb megoldas is adodik. Figyelembe véve, hogy egy lapra minimalisan m bejegyzésnek
kell keriilnie, a lehetséges megoldasok a kovetkezdk: egyik csicsba m + i bejegyzést, a
masikba M+1-m-i db bejegyzést szurunk be, ahol 0 <i<M-2m-1. Egy jol
meghatarozott csiicsvagasnak két alapvetd feltételt kell kielégitenie (5.2 abra):

(1) minimalizalja a 1étrejott két csucs Osszes teriiletét
(2) minimalizalja a létrejott két cstics atfedésének nagysagat

Meg kell jegyezni, hogy két olyan erds feltétel van megfogalmazva, amelyek
egyiittesen csak ritkan teljesiilnek. Altaldban minimalis teriilet esetén az atfedés nagy is
lehet és forditva. Guttman (1984) harom olyan csucsvagé algoritmust is adott, amelyek

az (1) feltételen alapulnak %,
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5.2 abra: Csucsvagas feltételei

Az els6, egy nem tal nagy otletet igényld, kimerit algoritmus, mert az &sszes
lehetséges szétosztasi lehetdséget és ugy valasztja ki az optimalisat. Az igy 1étrehozhato
Osszes particionalasi lehetdségek szama 2N 1 (N +1 rekord szétosztasakor). Nagy N
(pl.: N >50) esetén ez a modszer ésszeriitlen. Az algoritmus koltsége N novelésével
exponencialisan nd.

A masodik egy négyzetes koltségii megoldas. Elsd 1épésben megkeressiik azt a két
téglalapot, amelyek a legtavolabb vannak egymastol, azaz a holt tér maximalis lesz. Ezt
ugy kapjuk, hogy a szétvagando lefedd téglalap teriiletébdl levonjuk a két téglalap
teriiletének az Gsszegét. Tegyiik ezt a két téglalapot kiilon csucsba, nevezziik 6ket j-nek
¢és k-nak. Ezt kdvetden szamitsuk ki az dsszes hatralévo téglalapra (i) dij-t és dy-t. dij a
novekedés mértéke j-ben, ha az i téglalapot j-hez vettiik hozza. di, hasonloan dj-hez, a k
novekedése lesz. A kiszamolt értékek alapjan keressiik meg a téglalapok kozil azt (n),
amelyre | djj - dix | maximalis, majd adjuk hozza ahhoz a csucshoz, amelyben a legkisebb
tertiletnovekedést okozza. Folytassuk ezt az eljarast, az dsszes hatralévo téglalapra. Az

algoritmus kéltsége O(M?), ahol M az egy csucsban maximalisan tarolhaté elemek

szama.

A harmadik egy linearis idejii eljaras. Az egyszeriibb leirashoz az alabbi jeldlést
vezetem be: egy téglalapot a bal alsé és a jobb felsd sarkanak koordinatdjaval
azonositjuk, azaz R = (L, B, R, T). Minden dimenzié mentén el6szér megkeressiik azt a
téglalapot, amelynek az also oldala a legmagasabban van (R;), majd megkeressiik azt,
amelynek a felsd oldala a legalacsonyabban van (R;). Pl. a sikban igy 4 befoglald
alakzatot fogunk kapni. A téglalapok meghatarozasa utan kovetkezik annak eldontése,
hogy a vagas melyik dimenzi6 mentén torténjen, azaz az el6bbiekben meghatarozott
téglalapok koziil melyik ketté legyen a kiindulasi alakzat. Ennek eldontése, tovabbra is

a sikban maradva, a kovetkez6 modon torténik: az x tengely esetén meghatirozott két
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téglalap tavolsadga y; = R1. T - Rox.B. Az y tengely esetén X; = R1y.R - Ryy.L. A Kapott két
értékkel a szétvagandd csucsban 1évo téglalap oldalhosszait (Xp €s Yo) normalva a
kovetkez6 értékeket kapjuk: Xo / X1 és Yo / y1. Amely tengelyre ez az érték nagyobb lesz,
azon dimenzié mentén hajtjuk végre a vagast. Az 5.3 abran az egyes tengelyek mentén
talalt két-két téglalap lathato. Lathato, hogy az y tengely folotti két zold téglalapra lesz a
normalizalt érték a nagyobb, igy az X tengelyre merdlegesen fogunk vagni. A vagas utdn
a maradék téglalapokat tetszdleges sorrendben vessziik és, ahhoz a csucshoz soroljuk

be, ahol az Osszteriiletet a legkevésbé fogjak novelni. Az algoritmus koltsége O(M),

ahol M az egy csticsban maximalisan tarolhaté elemek szama.

New Node
A (
L

Xl

5.3 Abra: Linearis koltségli csucsvagas

Torlés R-fabél M: A torlés mitveletének tipikusan harom 1épése van, ahogy azt a fa
struktirdknal mar korabban is megszoktuk:
(1) torlend6 elemet tartalmazo levél megkeresése
(2) elem torlése
(3) sziikség esetén a fa atszervezése
A torlendd bejegyzés keresése ugyanugy muikodik, mint a lekérdezések esetén. A
gyokérbdl indulunk és a megfeleld levélig kell eljutni. Ha megtalaltuk az elemet
tartalmazo levelet, akkor tordljik. Az algoritmus bonyolultabb részét ismét a fa
atszervezése adja. A fa atszervezésére akkor van sziikség, ha torolt elem utan a levélben
tarolt bejegyzések szama a minimalis megengedett m szint ala esik. Ekkor a
legegyszeriibb modszer az, hogy tordljilk az egész levelet és a megmaradt m-1

bejegyzés egy ideiglenes pufferbe keriil, majd ujra beszlrjuk a faba. Ez a beszuras a

-60 -



5. FEJEZET: Adatvezérelt médszerek

leirtaknak megfeleld0 modon torténik és eredményeképpen lehet, hogy az egész fa

ujraszervezésére sziikség van.

Az algoritmus a kovetkezOképpen alakul [1;

DELETE(e : LeafEntry)

Begin
L := FINDLEAF(e)
Q := REORGANIZE(L, €)
REINSERT(Q)

End

REORGANIZE(node : Node, e : Entry)

Begin
Q : set of nodes, initially empty
node := node - {e}
if (node is not root) then
if (Jnode| < m) then
F := GETPARENT(node)
Q := Q U REORGANIZE(F, entry of node in F)
else
ADJUSTPATH(node)
end if
end if
return Q
End

A FINDLEAF(e) fiiggvény megkeresi a faban azt a levelet, amely az e bejegyzést
tartalmazza. Ezt a bejegyzést akarjuk torélni. A REORGANIZE rekurziv fliggvény
segitségével toroljik a bejegyzést, majd alulcsordulds esetén az egész levelet.
Rekurzivan, a levéltdl a gyokérig vezetd Giton megvizsgaljuk az Gsszes érintett cstcsot iS
(ADJUSTPATH). Ezek koziil szintén eltavolitasra keriilnek azok, amelyekben az elem
vagy az egész levél torlése alulcsordulast okozott. A fiiggvény azoknak a csucsoknak a
halmazaval tér vissza, amelyeket toroltiink és a bejegyzéseiket a faba ujra beszurni

sziikséges. Miutan az 0sszes tordlt csucs elemeit Gsszegylijtottiikk tjra beszurjuk oket a
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gyokértdl indulva. A Q elemei lehetnek levélbeliek vagy belsé csucsbeliek is. Ezeket a
megfeleld szintekre kell Ujra beszirni. A torléskor alkalmazott Gjra beszirasok
folyamata lehetévé teszi a téglalapok jobb csoportositasat, ezaltal egy optimalisabb R-fa
eloallitasat. Ugyanakkor a mindsége nagymértékben fligg a beszart téglalapok
sorrendjétdl. A fa els@ létrehozdsa a véletlenszertien elhelyezkedd téglalapokbol
gyakran eredményez fontos atfedéseket a csomopontok kozott. S6t, egy csomoponthoz
rendelt bejegyzés lehet, hogy mindvégig az adott csiicsban marad, pedig a késdbbiekben
lehetne jobban is elhelyezni.

A torlés menetébdl azonnal észrevehetd, hogy itt igencsak kiillonbdzik az R-fa és a
B-fa. Az utébbindl, ha egy elem torlésekor alulcsordulds kovetkezett be, akkor
cstucsOsszevonast alkalmaztunk. R-fak esetén ez a teljes csucs torlésével jar és a

bejegyzések ujra beszurasabol.

5.2 R*-fa

Az R-faknél a csucsokban megengedettek a tartalmazo téglalapok kozotti atfedések. Am
a kereséseknél bonyodalmat okoznak, mert eléfordulhat, hogy igy nem egyetlen utat
kell bejarni a gyokeértdl egy levélig. Ennek kovetkezménye, hogy a kereséseknél legtobb
esetben a logaritmikus miiveletigény nem tarthato. Azt mondhatjuk, hogy a bejart
csucsok szama fliigg a hozzajuk tartozo téglalapok atfedésétdl. Ezeknek az atfedéseknek
a kikiiszobolésére tobb kiilonbozd R-fa struktirat talaltak ki. Az egyik ilyen modositott
R-fa adatszerkezet az R*-fa. Ez a tipus a kd-B-fa egyik kiterjesztése.

Az R'-fak esetén az R-fakhoz képest annyi a modosuls, hogy a belsd csticsokban
talalhato dr téglalapok nem fedhetik at egymast. Ennek kovetkezménye, hogy egy pont
lekérdezd eljaras egyetlen utat fog kovetni a faban a gyokértdl a megfeleld levélig,
megkonnyitve ezzel a kereséseket. Az I/O miveletek szamat igy a fa mélységével
feliilrdl lehet becsiilni.

A fenticknek megfeleléen fa paraméterezése az R-fakhoz képest a
kovetkezéképpen egésziil ki M:

e a gyokérnek legalabb két eleme van, kivéve, ha levélcsucs.
e azonos szinten 1évé dr téglalapok nem fedhetik egymast.
e belsé csucsok: egy N belso cstcs dr téglalapja befoglalja az N gyokert részfa

minden csucsahoz tartozo téglalapokat.
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o levelek: egy indexelt objektum befoglald téglalapja minden olyan levélbe be fog
keriilni, amelynek a dr téglalapjaval valamilyen modon fedésben van (metszet
vagy tartalmazas formajaban). Ez azt jelenti, hogy egy objektum tobb levélhez is
hozzatartozhat. P1. 5.4 abra 8-as és 12-es téglalapja.

A fa csomoépontjainak szerkezete ugyanolyan lesz, mint az R-faknal. Azonban,
mivel nem garantdlhatd a minimalis tarolasi kihasznaltsag m ¢és mert a téglalapok
duplikalodhatnak, ezért R*-fa sokkal nagyobb lehet, mint egy ugyanazon
objektumhalmazbol felépitett R-fa. Habar a duplikaciok a fa magassaganak
novekedéséhez vezetnek, a keresések idOben mégis felgyorsulnak. A fa felépitése és

karbantartasa a tobbi R-fa tipushoz képest sokkal dsszetettebb.

R
\ Af\
[|,,1.5,6, [3.4,.-, [14] [8,11,12] [12,13] [8,9,10]
R

5.4 abra: R*-fa

A keresés az R-faknal latott modon torténik. Pontkereséskor egyetlen utat
sziikséges csak bejarni. Téglalap kereséskor azonban a levelek szintjén duplikacidkra
kell szamitani.

A kovetkez0 részben roviden vdzolom egy objektum dinamikus beillesztését a faba.
Ezen algoritmus szerint tudjuk a fat felépiteni, illetve 0j téglalapokat beszurni. Egy
téglalap minden szinten azokba a cstcsokba keriil beszlrasba, amelyek dr-javal
metszésben vannak. Ahhoz, hogy az egyes szinteken a dr téglalapoknal elérjiik, hogy ne
legyenek atfedésben egymadssal, un. ,,nyirds” modszert alkalmazunk. Ha egy beszirando
R téglalap tobb dr-t {ry, ..., ry} is fed, akkor R-et kisebb téglalapokra osztjuk fel. A
felosztas ugy torténik, hogy minden I1étrejott rész egyetlen ri-vel legyen csak
metszésben. Ezt rekurzivan folytatjuk. A létrejott kisebb téglalapokat beszlrjuk az r;
gyokerli faba és a tovabbi daraboldsokat és beszurasokat addig alkalmazzuk, amig el

nem ériink egy levelet. fgy allhat el8, hogy egy objektum tobb levélbe is bekeriilhet,
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attol fiiggden, hogy a mbb-jét korabban hany részre kellett felosztanunk. A beszuraskor
persze feltétel az is, hogy az ri-k unidja, amelyekkel R metszésben van, R-et teljes
egészében tartalmazzak. Ha nem igy lenne, akkor az ri-ket még ndvelni is kell. Ezt
ugyanugy tesszilk, mint az R-faknal a beszlras algoritmusdban (ADJUSTPATH
fiiggvény), kivéve, hogy a megnagyobbitas ne okozzon az ri-k kozott atfedést és a fa R”
tulajdonsdga tovabbra is fennalljon. Ez persze sajnos nem mindig lehetséges. Ilyenkor
ujra beszurasra van sziikség. Végiil pedig, ha egy cstcs tulcsordul, akkor, ahogy az R-
fanal is, itt is csucsvagasra van sziikkség. Az algoritmus abban kiilonbozik az R-fanal
bemutatottaktol, hogy nyirast is kell alkalmazni. Ez az algoritmust bonyolitja, és a
helykihasznaltsagot elronthatja.

Osszességében a pont lekérdezések teljesitménye az R-fikhoz képest nétt,
kihaszndlva, hogy nincsenek atfedd téglalapjaink, igy kevesebb szdmu cstcsot kell
bejarni egy keresés soran. Az ablaklekérdezések nyeresége mar kevésbé nyilvanvalo.
Az objektumok duplikacidja nem csak novelte a fa magassagat, hanem potencialisan
draga utomunkahoz is vezetett (a duplikaciok megsziintetéséhez rendezésre van

sziikség).

53R -fa

Az R-fak egy masik tipusa az R™-fa. A mai térinformatikai adatbazisok tSbbsége ezt a
tipust hasznalja a tarolt objektumok indexelésére. A beszlras algoritmusaban vezettek
be szamos Uj fejlesztést, amelyek célja lényegében a kovetkez6 paraméterek
optimalizaldsa, azaz minimalizélésa:
(1) csucsok atfedése
(2) csticsok altal lefedett teriiletek
(3) csticshoz tartozo dr téglalap keriilete
Az utols6 pontbeli dr a minimalis teriiletli ilyen befoglald téglalap. Szinte lehetetlen
olyan optimalizalé technikat taldlni, amely mindhdrom feltételt kielégitené. A
kovetkezd részben két olyan varidciot mutatok be, amelyek az R-fanak a legjelentsebb
fejlesztései.
Az els6 a csticsvago algoritmusnak egy fejlesztése. Az eddigiek soran, ha egy csucs
kapacitasa tilcsordult, akkor allokaltunk egy 1) lapot és a keletkezett két csomdpont
kozott osztottuk el az M + 1 darab bejegyzést. A megoldas tere tehat exponencidlisan

fligg M értékétdl, ezért nem is lehet az egyetlen, legjobb eloszlast eredményezé
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megoldast megtalalni. Az R-fa vagoéalgoritmusa eldszor inicializalja a két csoportot
meghataroz6 bejegyzéseket, amelyek a lehetd legtavolabb vannak egymastol. Ezutan
hozzarendeli az egyes csoportokhoz a fennmaradd bejegyzéseket. Az R'-fa
megkozelitése olyan értelemben eltérd, hogy feltételezi, hogy a vagas az egyik tengely
iranyaban torténik és megvizsgalja az Osszes lehetséges elosztast, a vonalat felfelé
illetve lefelé tolva. Az R"-fa tehat kivalasztja pl. az x tengelyt és a két csomdpont kozott
talal egy olyan particiot, amelyeket a kivalasztott tengellyel parhuzamos egyenes valaszt
szét ¢s az atfedésiik minimalis. Annak érdekében, hogy megtalaljuk a legalkalmasabb
tengelyt, minden egyes téglalap alsd és felsé csucspontjat rendezni kell. Ennek

szamitasigénye 2 * (2 * (M — 2 * m + 2)), algoritmusa pedig a kovetkezd

R*TREECHOOSEAXIS(E : Set of entries)

Begin
for each axis a do
sort E with respect to a
$:=0
for(i=1;i<(M-2*m+2);i++)do
Gi=E[l,m+i-1];G:=E[m+i, M+ 1]
Mg := perimeter(mbb(G1)) + perimeter(mbb(G2))
S:=5+Mg
end for
if (S < min_perimeter) then
best_axis :=a
min_perimeter := S
end if
end for
return best_axis

End

A modszer, a létrejott két téglalap keriiletének Osszegét minimalizalja, igy jut el a
végsd megoldasig.

A masik fejlesztés az R™-fa beszard algoritmusaban a kénytelen vissza-stratégia.
Ahogy korabban, most is erdteljesen befolyasolja a bejegyzések beszurasi sorrendje a fa
alakjat és szerkezetét. Ahhoz, hogy a torzulasokat elkeriilje, mindannyiszor, amikor

tulcsordulas keletkezik, ujraszervezést alkalmaz. A mar eltarolt bejegyzések Ttjra
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beszurasaval elkeriilhetd a vagas. Az ujra beszarando bejegyzésre azt valasztjuk ki,
amely a dr téglalapban a legnagyobb holt teret hozza létre. Kizarolag arra kell figyelni,
hogy arra a szintre szarjuk be 6ket ismételten, ahol eredetileg is voltak, mert a
tulcsordulas barmely szinten el6fordulhat. Ezt viszont mar az R-fa DELETE algoritmusa
garantalja. Figyelni kell arra is, hogy az Gjra beszurasok miatt ne keriiljiink végtelen
ciklusba. Ezért, ha az atrendezés alkalmaval valamely csucs ismét talcsordul, akkor mar
vagast kell alkalmazni.

Az 1jra beszirandd elemek kivalasztasdnak 1épései a kovetkezoképpen
alakulnak ™:

(1) dr centroidja és minden benne 1évé téglalap kézéppontja kozotti d tavolsag
kiszdmitasa.

(2) tavolsagok csokkené sorrendbe rendezése.

(3) vessziikk az els6 p értéket a rendezett sorbdl (p optimalis esetben a sor
hosszanak 30%-a).

(4) akivalasztott p elem Gjra beszlrasa.

A javitott vago algoritmus és az egyes bejegyzések Ujra beszrd stratégidja egy
sokkal jobban szervezett struktGrat ad az R-fabol. Az adatszerkezet semmit nem
valtozik, igy az R-fan definialt adatkeresé miveletek az R-fara is érvényben maradnak.
Am mivel az R"-fa szervezettebb, ezért e miiveletek is valoszinii, hogy hatékonyabban

fognak miikodni.

Az R-fanal, az R*-fanél és az R*-fanal hasznalt beszuré és torld algoritmusok mitkddése
dinamikus, azaz egy mar eldre felépitett faba is tudunk uj bejegyzéseket beszurni vagy
régieket torolni. Ez olyan térinformatikai adatbazisok kezelésekor hasznos, amikor a
tarolt adatok bizonyos rendszerességgel frissitésre szorulnak, illetve amikor 0j adatok
felvitele valik sziikségessé. Ezeknek a miiveleteknek az egymds utdn tobbszori
alkalmazasa azonban a helykihasznaltsag rovasara megy. Statikus esetben, amikor mar
teljes egészében rendelkezésiinkre all az indexelésre vard adathalmaz, egy
elofeldolgozas utan optimalisabb fat tudunk épiteni, igynevezett pakolt algoritmusok
segitségével. Ilyen algoritmus eredményeképpen kapjuk az R-fadknak egy ijabb tipusat,
a pakolt R-fat. Ennek a szerkezetnek az ismertetését a statikus mivolta miatt nem
teszem meg, csak megemlitettem, mert a térinformatikaban fontos szerepet kaphat olyan

adatbazisok kezelésekor, amelyek nem igényelnek allandé adatvaltoztatasokat.
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5.4 R-fak koltség-modellje

A koltség-modellek nagyon hasznosak egy miivelet teljesitményének becsléséhez a
térbeli adatbézis fizikai paramétereinek fliggvényében. Ilyen fizikai paraméterek
lehetnek pl. indexek mérete, rekordok mérete, szelektiv kivalasztasi predikatumok.

A kovetkez6 modell egyszerti becslést ad az R-fak miiveletinek teljesitményére: Az
egyszertiség miatt a keresési teret most egy egységnyi oldali, normalizalt négyzetnek
vessziik, azaz legyen [0, 1]2. Legyen N; az R-rel jelolt R-fa egy cstcsa, amelyhez
tartozik egy N;dr téglalap (Six,Siy) méretekkel. Tegyiik fel, hogy pontkeresd
lekérdezéseket futtatunk az R-fan, melyeknek argumentumai egyenletes eloszlasuak.

Annak valoszintisége, hogy a lekérdezés eredménye az N; csomoOpontba esik:
PQ(N;) =s; , x Siy
A valdsziniiség tehat az N;.dr méretének és a keresési tér méretének (ami most 1)
hanyadosa lesz. A lekérdezés azokat a cstucspontokat érinti, amelyekben talalhaté dr
téglalap tartalmazza a keresés argumentumaban szerepld pontot. Az érintett csiicsok

szamat a kovetkezé modon lehet kifejezni, ahol n az R-fa csticsainak szama:
PQ(R) = Z PQ(N|) = Zsi,x X Si,y
i=1 i=1

A formula kiterjeszthetd az ablaklekérdezésekre is: Adott egy N cstcs és az
ablaklekérdezés argumentuma w, melynek mérete (Wy, Wy). Becsiiljik meg a
valosziniiségét annak, hogy N.mbb metszésben van w-vel. Ezt megtehetjiik Ggy, hogy
visszavezetjilk a pont esetére. A w ablakot a jobb-felsé sarokpontjaval azonositjuk, és
arra alkalmazzuk az el6bbi — pontokra vonatkozo — valosziniiséget. Erre két lehetOség
adodik:

(1) az ablak jobb-fels6 sarka beleesik az N csucshoz tartozo téglalapba.

(2) az ablak jobb-fels6 sarka beleesik az N cstcshoz tartozd téglalap

felfujtjaba”

Ebbdl kovetkezik, hogy a w akkor és csak akkor metszi N.mbb-t, ha a jobb-felsé
csucsa beleesik a W= (N.mbb.Xmin + Wx, N.mbb.ymin +wy) téglalapba. Mivel
feltételeztiik, hogy az ablak argumentumok egyenletesen helyezkednek el a keresési
térben, igy a koltség becsiilhetd ugy, mint egy pontlekérdezés miiveletigénye W olott,

azaz:

WQW) = 3 (51, +W,) x5, +W,) =
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n n n
=D S, XSy FW, X DS W, X DS HNXW, *W,)
i=1 i=1 i=1

A szabaly kizarélag az R-fa tulajdonsagaitol fiigg és nem a fa tipusatol (R*-fa,
R*-fa) ¢s nem is a konstrukcidjanak modjatol (statikus, dinamikus). Ezek a képletek
erésen tdmaszkodnak arra a feltételezésre, hogy az adatok a eloszlasa a térben

egyenletes.

Az R-fakban valo keresésekbdl, a rajtuk végzett beszurd és torlé algoritmusokbol jol
lathatd, hogy mindegyik esetében az atfedés, a tartalmazas illetve a metszet fogalma a
kozéppontban allnak. Innen mar sejthetd, hogy a faknak ezek a tipusai elsésorban a
tartalmazasok és azzal kapcsolatos pont és ablak lekérdezésekre hasznalhatok jol. Ebbol
adodoan szoba jon sokszor a téglalapok metszetének problémaja is. Ezeknek az
atfedéseknek tovabbi specialis valtozata, amikor két tabla térbeli feltétel alapjan egy
join mivelettel 6ssze van kapcsolva és a két objektumhalmaz elemei koziil szeretnénk a
térbeli kapcsolat alapjan parokat kivalogatni. Ilyen térbeli kapcsolat lehet a lefedés, a
metszet vagy a tartalmazas.

A késbébbiekben hatékonyan alkalmaztak 6ket egy pont (K) legkozelebbi szomszéd
problémajanak megoldasara is. Egy 0 objektum mbb téglalapja és egy P pont kozott
kétféle tavolsagot is definidltak, amelyek segitségével adhato egy alsoé illetve egy felsd

korlat a P pont és az 0 objektum tavolsagara.

A kovetkez6 alfejezetben bemutatasra keriill6 adatszerkezet és annak modositott
valtozata nem sorolhatd szorosan az adatvezérelt indexelési moddszerek korébe. A
térinformatikai strukttrakkal foglalkozo konyvek legtobbje azonban k6zos fejezetben
targyalja Oket az R-fadkkal, mert a minimalis befoglalo téglalapokkal kapcsolatos
feladatok megoldasara jol alkalmazhatok. Bizonyos térbeli kérdések megvalaszolasanak

gyorsitasahoz, akar indexeknek is felfoghatjuk oket.

5.5 Szegmensfa és intervallum fa

Ebben az alfejezetben a térinformatika Gjabb hasznos adatstrukturdjat, a szegmensfat
mutatom be. Az irodalomban tobb helyen ezt nevezik intervallum fanak, ami azonban

feliiletes fogalomalkotas, mivel ez utdbbi a szegmensfa egy hatékonyabb valtozata.
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Lényegiiket tekintve azonban alig kiilonboznek egymastol. Mivel a szegmensfa joval
egyszerlibb adatszerkezet, ezért alapvetden csak ennek az alkalmazésat ismertetem.

A szegmensfa a szamitdstudomanyban intervallumok ¢és szegmensek tarolasara
szolgald adatstruktra, azaz olyan binaris kereséfa, amelynek elemei szegmensek
lesznek. Jellemzden a térinformatika egyik gyakori sikbeli feladatanak a megoldasara
alkalmas, a kiilonb6z6 tartalmazasok és metszetek vizsgéalatara hasznaljuk. Segitségével
hatékonyan tudunk arra a kérdésre valaszolni, hogy egy téglalapokbdl allé rendszerben
melyek azok, amelyek egy megadott pontot tartalmaznak. Hasonl6 kérdés tehet6 fel a
téglalapok atfedésével kapcsolatosan is: adott téglalaphalmazbol melyek azok, amelyek
metszik (atfedik vagy tartalmazzak) egymast. Ha téglalapokra valoban jol miikodik a
struktira, akkor a téglalapokbol allo rendszer elemei tekinthetok sikbeli objektumok
legkisebb befoglaldinak, igy bizonyos finomitasok utdn az objektumok atfedésének
kérdése is megvalaszolhatova valik. A szegmensfat hasznaljdk még a szamitogépes
grafikaban térbeli objektumok egy elrendezésében a lathatésagi viszonyok
meghatarozasara is, de ezzel az alkalmazasi teriiletiikkel a dolgozatomban nem

foglakozom.

5.5.1 A szegmensfa két valtozata

A szegmensfat eloszor egy dimenzioban vezetem be, amikor alakzataink még nem
téglalapok, hanem intervallumok. Két eltérd valtozataval talalkozunk az irodalomban.

ElGszor a gyakoribb, de elméletileg kevésbé tiszta valtozatot ismertetem.

Elsé valtozat ?: Adott n szamu intervallum. Legyenek ezek pl. a sikban
elhelyezked6 téglalapok vizszintes oldalszakaszai. Vegyik pl. a kovetkezo
intervallumokat: A = [6, 36], B = [34, 38], C =[21, 36], D =[23, 27], E =[3, 8],

F =15, 19] és G =[11, 14]. Ekkor n = 13, mert a 36 két intervallum végpontjaként is
eléfordul. Ezt figyelembe véve megjegyzem, hogy ha pl. felvennénk még a H = [11, 15]
intervallumot is, akkor n értéke nem valtozna, mert H mindkét végpontja mar szerepel a
felvett pontok kozott. Ezek ismeretében tekintsiink egy olyan teljes binaris keresofat,
amelynek a leveleiben balrdl jobbra haladva az osztopontok ndvekvéen rendezett
sorozata talalhatd. A fa teljessége miatt tovabbi harom iires levél is megjelenik (5.5
abra). Az iires levelekre nem feltétleniil van sziikség, ha a 12-es sorszamu, 38-as értéki
levelet két szinttel feljebb vissziik. Ha ezt megtessziik, a fa akkor is kiegyensulyozott,

tehat a legkisebb magassagu, amelyben ez a hét szakasz abrazolhat6. (A teljességnek
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minden esetben teljesiilnie kell, tehat ha kilenc osztopont esetén hét iires levélre lenne

szlikség a faban, ami az abrazolast és a helyfoglalast tekintve hatranyos lenne.)

& O

5.5 abra: szegmensfa elsd valtozata

Az abran a fa levelei egy-egy elemi intervallumot reprezentalnak, ezek sorban a
kovetkezok: [3, 6], [6, 8], [8, 11], ..., [36, 38], [38, «). Az utolsd levél — formalisan —
egy jobbrol végtelen intervallumot abrazol, de felfoghatd egyetlen pontnak, az
intervallumsorozat zaré pontjanak is.

A belsd pontokban szintén intervallumokat jelenit meg: minden csticshoz egy olyan
szakasz tartozik, amely a gyerekei altal reprezentalt intervallumok unidja lesz. Pl. a 0 és
1 sorszammal ellatott levelek sziildjében a [3, 8] intervallum talélhato.

A szegmensfa bizonyos csucspontjaiban az intervallumazonositokat, mint cimkéket
lathatjuk, amelyeket egy listaban tarolunk. EQy adott azonositd, pl. az A, azokat a
csucsokat cimkézi, amelyek 4ltal reprezentalt szakaszok unidja kiadja az A
intervallumot. Az unidban szerepld szakaszok esetén feltétel, hogy a lehetd legkdzelebb
essenek a gyokérhez. Ez a cimkézés tekinthetd gy is, mintha egy szakaszt (pl. mbb
egyik oldalat) szegmensekre darabolnank fel ugy, hogy a szegmensek mérete a lehetd
legnagyobb legyen. Pl. az A szakasz esetén a kdvetkez6 particiokat kapjuk:

[6, 8] U [8, 14] U [14, 23] U [23, 34] U [34, 36] = [6, 36] = A
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Konnyen belathat6 az a fontos tulajdonsag, hogy egy intervallum a szegmensfa egy
szintjén legfeljebb kétszer fordulhat eld.

Ennek a valtozatnak ,,gyengéje”, hogy az intervallumok zartak, igy hatarpontjaik
két érintkez6 elemi intervallumhoz is besorolhatok. Az F = [15, 19] intervallum az 5-6s
szamu levelet cimkézi. Ha szerepelne a korabban emlitett H = [11, 15] szakasz, akkor az
a 3-as ¢s 4-es szamu leveleket cimkézné. Noha F-nek és H-nak kozos pontja a 15,
mégis, mint cimkék elkiiloniilnek a faban. Erre a kétértelmiiségre a lekérdezések soran
majd tekintettel kell lenni.

Megjegyzem még, hogy a fa belsd pontjaiba, a B-fadhoz hasonloan, a lekérdezéseket
tamogatod kulcsértékeket helyeziink el. Minden csucsba a beldle ledgazo jobboldali
részfa baloldali levelében szereplé kezddértéket irjuk. (A 3.6 abran egy ilyen utvonal

van feltlintetve.)

Masodik valtozat: Az el6z6 verziotol csak az intervallumok osztopontjainak a
kezelésében kiilonbozik (5.6 abra). Ebben az elméletileg tisztabb valtozatban az
adatstruktaira helyfoglalasa nagyobb, de a rajta dolgozo6 algoritmusok egyszeriibbek ¢és
jobban attekinthetdk.

5.6 abra: szegmensfa masodik valtozata
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Ha x és y két egymés melletti osztopont, akkor bel6lik harom intervallum
képzodik: [x, X] pont, az (X, y) nyilt intervallum és az [y, y] pont. Az els6 ponttol balra és
az utolso ponttol jobbra két végtelen intervallum képzddik.

Ebben a valtozatban az n intervallum legfeljebb 2n osztopontja legfeljebb 4n + 1
elemi intervallumot hataroz meg, igy a szegmensfa helyfoglaldsa nagyobb, mint az
el6z6 valtozatban, de nagysagrendben nem haladja meg azt és a rajta futtatott keresések
is egyszerlibbé valnak.

Tekintsik a kovetkezé példat, amelyben négy intervallum szerepel:
AJ20, 50], B[30, 80], C[50, 100] és D[60, 100]. Az egybeesések miatt a kovetkez 6
osztopontot kapjuk: 20, 30, 50, 60, 80 és 100. igy, dsszesen 13 elemi intervallum alakul
ki: 6 pontszerii, kozottiik 5 véges intervallum és a két szélén két végtelen tartomany.
Ennek megfelelden felépitiink egy olyan kiegyensulyozott binaris kereséfat, amelynek a

13 levele az elemi intervallumokat jeldli (5.7 abra).

® q,=70
60
L) ()
30 100
{B} {C, D}
O |
20 50 80 (100,..)
{A} {A} {C} {B}
) ® @ () O
20- 30- 50- 60- 80- 100-
{A} {B} {C} {D}

[20,20]1 [30,30] [50,50] [60,60] [80,80] [100,100]
(..,20) (20,30) (30,50) (50,60) (60,80) (80,100)

5.7 abra: példa szegmensfa masodik valtozatara

A belsd pontokban ismét intervallumokat jelenit meg: minden csticshoz egy olyan
szakasz tartozik, amely a gyerekei altal reprezentalt intervallumok unidja lesz. A
keresOfa belsd csticsaiban a keresést tamogat6 kulcsértékek keriilnek, amelyek mindig a

baloldali részfa maximalis kulcsértékével egyeznek meg. Megjegyzem, hogy
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kozvetleniil a levelek szintje folott specialis kulcsértékek allnak, pl. a 60 ~ egy olyan
értéket jelol, amelynél a 60 nagyobb, de barmely 60-nal Kicsit kisebb szam (pl. 5,99...)
mar kisebb.

Az intervallumok azonositoéit, az els6 verzional leirt modon, cimkeként egy listaban
elhelyezziik a fa megfeleld csticsaihoz. Ha megnézziik pl. a B intervallumot, annak
cimkéje harom csucsndl szerepel, amelyek altal reprezentélt intervallumok unidja kiadja
a B intervallumot:

B =[30, 80] = [30, 30] v (30, 60] v (60, 80]

Az unidban szerepld szakaszok esetén feltétel, hogy a lehetd legkdzelebb essenek a
gyokérhez.

Konnyen belathatd ebben az esetben is az a fontos tulajdonsag, hogy egy

intervallum a szegmensfa egy szintjén legfeljebb kétszer fordulhat eld.

Helyfoglalas: A szegmensfa adatszerkezet helyfoglaldsa mindkét valtozat esetén
O(n*logn), ahol n tovabbra is az intervallumok szdma. Az elemi intervallumok szama
az elsd esetben legfeljebb 2n, a masodikban legfeljebb 4n + 1. Az ezekbdl felépitett
kiegyenstlyozott fa magassaga mindkét esetben O(logn). Figyelembe véve azt, hogy
minden intervallum a fa egy adott szintjén legfeljebb két csticshoz tartozo listaban

szerepel, kapjuk az O(n*logn) helyfoglalast.

Konstrukcio: A fa felépitését abban a statikus szerkezetben tekintem at, amikor az
intervallumok halmaza ismert (mar mind beolvasasra keriiltek). A felépités pontokba
foglalt eljarasa a kovetkezo:

(1) Az intervallumok végpontjait rendezéssel sorba allitjuk. Ennek miiveletigénye

®(n*logn).

(2) Eltérden a korabban megismert struktiraktol, most a levelekbdl indulunk ki és

az elemi intervallumok f6l¢ egy kiegyensulyozott fat emeliink. Ennek

miiveletigénye O(n), mert egy kiegyenstlyozott faban kozel ugyanannyi belso

cstics van, mint ahany levél. Ekozben a belsé pontokhoz az unié miivelet
segitségével meghatarozzuk az altaluk reprezentalt intervallumokat.

(3) A gyokértél indulva a levelek felé, minden egyes adott intervallumot
cimkeként elhelyeziink a megfelelé csucspontokhoz tartozé lancolt listdban.
Mivel minden intervallum a fa egy adott szintjén legfeljebb kétszer szerepel,

ezért az Osszes intervallum elhelyezése O(n*logn) 1épésben megtehetd.
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A szegmensfa létrehozasanak teljes miiveletigénye a fent leirtak szerint

O(n*logn) lesz.

Intervallum beszurasa, illetve torlése: A besziras és a torlés muveletével a
szegmensfa esetén nem foglalkoztam, mert tobbnyire olyan térinformatikai adatbazisok
esetén optimalis a hasznalatuk, amelyeknél ritkdn van sziikség adatmodositasokra. A
statikus szerkezet és a bonyolult beszuras ¢és torlés miivelete miatt mondhat6 ez. A két

mivelet rendre elvégezhetd O(logn) és O(n*logn) miveletigénnyel.

5.5.2 Pont tartalmazas vizsgalata

A kovetkezd részben a szegmensfa mindkét tipusara bemutatom az algoritmust, hogy

hogyan ellendrizhetd a pont tartalmazasa valamely intervallumra.

Els6 valtozat esete: A keresés minden esetben egy vagy két levél eléréséig tart, a
keresés argumentumaban szerepld pont tulajdonsagatol fiiggéen. Az outputban azoknak
a cimkéknek a listajat kapjuk, amelyekhez tartozé intervallumok tartalmazzak a keresett
pontot.

Pont tartalmazés vizsgalatakor a gyokérbdl indulunk és minden szinten az adott
csucsban elhelyezett, keresést tdmogatd kulcsértékkel hasonlitjuk O6ssze a pontot
reprezentald értéket. Ennek megfeleléen dontiink a tovabbhaladas iranyarol. Ha egy
olyan cstcsba ériink, amelynél szerepel egy cimke, akkor a cimkét az output listdba
felvessziik, mert a hozza tartozo intervallum biztosan tartalmazni fogja a pontunkat.

Ha olyan pontot vizsgalunk, amely egyik intervallumnak sem kezdépontja vagy
végpontja, azaz, nem szerepel keresési kulcsként egyetlen csticsban sem, akkor a
lekérdezés utvonala a faban egyértelmii. Ilyenkor egyetlen utat jarunk be a gyokértdl
valamely levélig. Ha a tartalmazas vizsgalatdhoz olyan pontot hasznalunk, amely
megegyezik valamely osztoponttal, akkor a keresési ut annal a csucsnal kettéagazik,
amelyben ez az érték szerepel keresési kulcsként. Ennek oka az, hogy egy osztopont
lehet egyszerre egy adott intervallum végpontja és egy masik kezdépontja is. Az el6bbi,
ha létezik, akkor az elagazas csucsatol balra helyezkedik el, az utobbi, ha szintén
1étezik, akkor az elagazas pontjatdl jobbra helyezkedik el.

Az utak bejarasa soran, az output listaba gyiijtott cimkékkel jelolt intervallumok
mindegyike biztosan tartalmazni fogja a lekérdezés argumentumaban szerepld pontot.

Tegylik fel, hogy a korabbi szakaszban emlitett H =[11, 15] intervallumot is

felvessziik a faba (5.8 abra) ¢s keressiik a 15-0s értéket tartalmazé intervallumokat. Az
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abran pirossal jelolt itvonalon haladunk lefel¢ a faban, minden csticsban a 15-6s értéket
az adott keresési kulccsal Osszehasonlitva. Mivel ez az érték egy osztopont, ezért egy
belsé csucsban kulcsként is szerepel. Amikor ezt a belsé csucsot elérjiik, a keresés
mindkét részfaban folytatodik tovabb. Ennek oka, hogy a 15 a H végpontja és egyben az
F kezd6pontja is. Az 5.8 abrarol leolvashatd, hogy az output listaba, az A cimke mellett,
helyesen bekeriil a H és az F cimke is. Eredményiil kapjuk, hogy mindhdrom

intervallum tartalmazni fogja a 15-6s értéket és csak ezekbe fog beleesni.

O
23
% ®
14
o O {a} O )
19
O} OA) O O  Odgo{E O O
15 21

i: O[] [21[3] [aifs! [e](7] [8lle] bojtdd L2f L] ()L
y: 3 6 8 1l 1415 1921 2327 3436 38

{A}  (G,H}HI{F} {c} o} {ac}

5.8 abra: pont tartalmazas vizsgalata elsé valtozat esetén

Masodik valtozat esete: Most a szegmensfa masodik 4brazolasi modja esetén
mutatom be a pont tartalmazas megoldésat.

A tovabbiakban tekintsiik a felépitésnél emlitett példat. Kereséskor a gyokérbdl
indulunk, és valamely levélig kell eljutni ugy, hogy a keresett értéket a fa minden
szintjén a keresési kulccsal hasonlitjuk Ossze ¢és annak megfelelden Iépiink tovabb
valamely iranyba (balra vagy jobbra) a gyerekcsucsok felé. Ha pl. azt kérdezziik, hogy
melyek azok az intervallumok, amelyek a gx = 70 pontot tartalmazzak, akkor az 5.10
abran, a gyokérbdl indulva jobbra 1épilink, majd a 100-as kulcsu csticsbdl haromszor is
balra 1épve jutunk el a megfelel6 levélhez. Kézben a C és D, majd a B cimke az output

listaba keriil, mivel ezek a keresett intervallumok azonositoi.
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® q,=70
60
@ ®
30 100
{B} {C, D}
® &
20 50 80 (100,..)
{A} {A} {C} {B}
@ ® () ® O
20- 30- 50~ 60" 80~ 100-
{A} {B} {C} (D}

[20,20]1 [30,30] [50,50] [60,60] [80,80] [100,100]
(..,20) (20,30) (30,50) (50,60) (60,80) (80,100)

5.9 abra: pont tartalmazas vizsgalata masodik valtozat esetén

Mindkét keresési valtozatban a keresés miiveletigénye O(logn). Ha egy tutvonal

bejarasakor k db. cimke keriil az output listaba, akkor ezek kigytijtésével aranyosan né a

miveletigény O(logn+K)-ra.

5.5.3 Pont tartalmazas Kiterjesztése magasabb dimenziora (2D)

A tovabbiakban csak a masodik verzidval dolgozom tovabb. A feladatot és megoldasat
az el6z6 példa folytatasaként mutatom be. Legyenek A, B, C és D olyan téglalapok,
amelyek vizszintes oldalainak X tengelyre esé vetiiletei rendre megegyeznek az el6zo
példaban szerepld intervallumokkal (5.10 abra).

A téglalapok fliggbleges oldalainak az y tengelyre esé vetiiletei a kovetkezd
intervallumokat hatarozzak meg: A[10, 60], B[40, 70], C[30, 100] és D[80, 90].

Ha feltessziik azt a kérdést, hogy mely téglalapok tartalmazzak a Q(70, 50) pontot,
akkor ehhez fel kell épiteni egy kétszintli szegmensfa-rendszert. A rendszer alapjat az
5.11 abrén lathato szegmensfa képezi. Ennek minden olyan csucspontjdhoz, amelyben
szerepel intervallumazonosité cimkeként, kiilon egy szegmensfat épitiink fel az adott

csucsban szerepld cimkék altal meghatarozott intervallumokbol. Pl. a 80-as kulcsértéket
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tartalmazd csucshoz az 5.11 abran lathatdo szegmensfa ¢épil fel a C ¢és D

intervallumokbol.

100

90—

80—

70—

60——

(70, 50)
[ J

40—

20 30 50 60 80 100

v

5.10 abra: sikbeli alakzatok 2D szegmensfa épitéséhez

Az egy dimenzids keresést igy modositjuk, hogy ha cimkézett csucsot ériink el,
akkor megallunk és attériink a méasodlagos fara. A masodlagos fdban a pont masodik
koordinatajanak megfeleld egy dimenzids tartalmazasi keresést hajtjuk végre.
Példankban azt hatarozzuk meg, hogy melyek a @y =50 pontot tartalmazo
intervallumok. Lathatd, hogy a keresés utvonala érinti a C azonositot, a D-t viszont
nem. Ezt ugy kell értelmezni, hogy az els6dleges szegmensfaban szereplé C és D
téglalapok koziil csak az eldbbi tartalmazza a keresett Q pontot. Mivel a B téglalapra is
— itt nem részletezett, de ugyanilyen moédon — tartalmazas allapithaté meg, igy a sikbeli
kérdésre a végs6 valasz az, hogy a keresett Q pontot a B és a C téglalapok tartalmazzak.
Az algoritmus eredménye egy output listat szolgaltat.

Meggondolhat6, hogy a téglalapokra megfogalmazott 2D pont tartalmazas esetén a

kétszinti  szegmensfa-rendszer helyfoglalasa O(n*logn) lesz, a lekérdezés

miiveletigénye pedig O(log® n+Kk), ahol k az output téglalapok szama.
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q,=50

[30,30]1 [80,80] [90,90] [100,100]
(..,.30) (30,80) (80,90) (90,100)

5.11 abra: 2D pont tartalmazas vizsgalata masodik valtozat esetén

Ha valaki kezdé az adatstrukturak vildgaban, konnyen arra gondolhat, hogy
egyszeriibb lenne két filiggetlen szegmensfat épiteni a téglalapok vizszintes és
fiiggéleges oldalaibol, mint intervallumokbdl, azokban fiiggetleniil keresni, majd a
megoldasként kapott listdk metszetét venni. Ez a kétségkiviil egyszerlibb eljaras
hatékonysagban elmaradna a most ismertetett modszert6l. A két output listat ugyanis
rendezni kellene (®(k*logk) iddben), a kozoés megoldasok O(k) ideji
megtalalasahoz. Feltételezziik, hogy a teljes szegmensfa-rendszert eldzetesen felépitjiik.

Egy masik lehetséges eljaras lehet, ha kizarolag az X koordinata tartalmazasara
futtatott keresés eredményeként kapott téglalapok masik oldalabol épitenénk
dinamikusan egy ujabb szegmensfat. Ezt kovetéen ebben mar csak azokat a
vetiileteknek tarolnank, amelyek megfelelnek az elsd (X koordinatdra) kereséskor
létrejott output elemeinek. Ha az igy létrejott faban hajtanank végre a keresés
algoritmusét, a pont y koordinatdjara, ismét nem kapnank hatékony megoldast. A
modszer dinamizmusa miatt, minden keresés alkalmaval a masodik 1épésben mas-mas
szegmensfat kellene felépiteniink. Ez a miiveletek koltségét megnoveli és a

hatékonysagot csokkenti.
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5.5.4 Szegmensek metszetének vizsgalata

A térinformatikaban és a szamitogépes grafikdban gyakran felmeriill a metszo
szegmensekre vonatkozo kérdés. Adott a sikon n szamu Sy, Sy, ..., Sy Szakasz, amelyek
paronként nem metszik egymast. Ezeket szokas diszjunkt szegmenseknek is nevezni.
(Minddssze annyi engedmény tehetd egy késobbi meggondolas alapjan, hogy a
szegmenseknek lehetnek kozos végpontjaik is, a szakaszok belsejének (interiors) a
diszjunkt tulajdonsaga azonban nem engedhet6 ¢l.) Adott ezeken kiviil egy fliggbleges
allasu q ,,lekérdez6” szegmens. A feladat az, hogy hatarozzuk meg a szegmensek koziil
azokat, amelyek metszik a lekérdezés argumentumaban szerepld q szegmenst.

A kérdés megvalaszolasdhoz Ujra egy kétszintli adatszerkezetet hasznalunk. Elsé
lépésben az si, Sy, ..., Sn Szegmenseknek az x tengelyre esdé vetiileteibdl, mint
intervallumokbdl szegmensfat épitiink. A szegmensfa csucsai — az felépitésnél
ismertetett moédon — intervallumokat reprezentalnak: a levelek az elemi intervallumokat,
a belsd csucsok pedig a gyerekeiben taldlhato intervallumok unigjat. A fiiggéleges q
szegmens vetiilete az x tengelyre egyetlen gy pontot eredményez. Ezzel, mint ,,query”
ponttal végrehajthatunk egy pont-tartalmazas lekérdezést, a korabban ismertetett
modon. Az eredményként kapott intervallumok olyan szegmensekhez tartoznak,
amelyeknek lehet metszése a q szegmenssel, de az is lehet, hogy a q alatt vagy felett
helyezkednek el a sikon (5.12 abra).

S(v2) = {s1,52}

R

5.12 abra: szegmensek metszetének vizsgalata

-79 -



5. FEJEZET: Adatvezérelt médszerek

A metszés eldontéséhez az adatstruktira masodik szintje ad lehetéséget. Ahogyan a
2D pontok tartalmazéasanak vizsgalata esetén, itt is Ujabb fastruktarat hozunk létre a
szegmensfa minden olyan cstcsahoz, amely valamelyik szegmens azonositdjat
tartalmazza. Most azonban nem egy ujabb szegmensfat, hanem egy binaris keres6fat
rendeliink az ilyen csucsokhoz. A szegmensfa egy cstcsanal szerepld diszjunkt
szegmensek vizszintes vetiiletei nagyobb vagy egyenlé modon lefedik a cstics altal
reprezentalt intervallumot, ezért sorba rendezhet6k az adott intervallum felett. Ez a
rendezettség teremt lehetdséget a kereséfa hasznalatara. Ha végrehajtunk két keresést a
g szegmens also és felsé végpontjanak az y koordinatajaval, akkor megkapjuk a metszd

szegmenseket (5.13 abra).

5.13 abra: binaris keres6fa épitése szegmensfakhoz

A teljes adatstrukttra helyfoglalasa O(n*logn), a fa felépitése O(n*logn) idében

torténhet, a valaszadas ideje pedig O(n*log?® n).

5.5.5 Téglalapok metszetének vizsgalata

A kovetkezoekben egy olyan feladatot vizsgalok meg, amely téglalapok metszésének a
megallapitasat kivanja. Adott téglalaprendszer esetén meg kell hatarozni az 6sszes olyan
téglalap part, amelyek kozos résszel rendelkeznek (atfedés, metszet, tartalmazas). A
harombol most a metszés két tipusat célszerli megkiilonboztetni: az atfedés olyan
metszést valdsit meg, amelyben mindkét téglalapnak van a k6zos részen kiviili sajat
teriilete, mig a tartalmazas esetén az egyik téglalap teljes egészében a masik belsejében

talalhato. Az 5.10-es abran az (A, B) és a (B, C) téglalapparok atfedést valositanak meg.
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(Felfogas kérdése az, hogy az egy ¢l mentén illeszkedd A és C téglalap part atfedonek
tekintjiik-e vagy sem. Az egyszeriibb targyalas érdekében a kiils6 illeszkedést most ne
tekintsiik atfedésnek.) A (C, D) téglalappar pedig a tartalmazas esetét mutatja.

Az atfedd téglalapok megallapitasa visszavezethetd az eldz6 pontban ismertetett
eljarasra, amelyet szegmensek metszésére alkalmaztam. Tekintsiik ebben a feladatban
szegmenseknek a téglalaprendszer minden vizszintes oldalat, lekérdezd szegmensnek
pedig rendre a téglalapok fiiggdleges oldalait. Ha ezekkel a fliggdleges oldalakkal
sorban, egymads utan lekérdezést hajtunk végre a vizszintes oldalak szegmensfajaban, az
el6z6 alfejezetben megadott modon, akkor megkapjuk azokat a parokat, amelyek
metszhetik egymast. Mivel egy téglalap oldal adott méretli, ezért az igy kapott
eredményeket még szlirni kell, mert a lekérdezés eredménye egy egyenesre vonatkozik.

A végleges metszés tényét pedig meg lehet allapitani a vizszintes oldalak
magassagaibol épitett kiegyenstlyozott binaris keres6fa segitségével. Nem kell mast
tenni, mint — minden egyes fiiggdleges oldal esetén — a lekérdez6 oldal két végpontjaval
végrehajtani egy-egy keresést a binaris keres6faban. A két végpont kdzé esd vizszintes
oldalak, azok, amelyekhez a metsz0 téglalapok tartoznak.

Ha egy vizszintes ¢s egy fiiggdleges oldalpar metszi egymast, akkor a hozzajuk
tartozo téglalapok nyilvanvaloan atfedok. Egy atfedd téglalap parnak kettd, vagy négy

metsz6 oldalparja van, igy egy atfedést tobbszor is megkapunk. A valaszadas ideje még
igy is O(log® n+Kk), ahol k az 4tfedd téglalap parok szdma.

A teljes tartalmazasok felderitése, a metszetek vizsgalatahoz képest, valamivel mar
Osszetettebb eljarast igényel. A lekérdezd fiiggdleges oldalakat most nem hasznalhatjuk
egymastol fliggetlenlil, hanem egymdés utdn, parosaval vessziik Oket. Azaz, egy
vizszintes téglalapoldal két végpontjdval sorban végrehajtunk két keresést a
szegmensfaban. A két lekérdezés eredményébdl csak azokat a vizszintes oldalakat
tartjuk meg, amelyekbe a lekérdezé oldal mindkét végpontja beleesik. Ha ezen,
vizszintes oldalakrol attériink a hozzajuk tartozé fiiggdleges oldalakra, akkor hasonld
értelmii teljes tartalmazast kérdeziink le a binaris keres6fakban. Egy kevés jarulékos

konstans hely- és id6igényli adminisztracioval az Osszes tartalmazé téglalap part meg
tudjuk hatarozni. A valaszadas ideje éppen ugy O(log® n + k) , mint az atfedés esetén.

A miveletigény a gyakorlat szempontjabol jelentds felsé becslést tartalmaz,
ugyanis a szegmensfa csucsaihoz rendelt binaris keres6fak pontszama altalaban

alacsony; a legritkabb esetben n nagysagrendii.
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Megjegyzem, ha csupan két téglalap kolcsonds helyzetét kellene megallapitani,
akkor eljarhatnank ugy, hogy mindkét téglalap, minden csucsara megvizsgalnank azt a
kérdést, hogy a masik téglalap belsejében helyezkedik-e el. Ha minden valasz nemleges,
akkor a két téglalap diszjunkt. Ha az egyik téglalap minden csucsara pozitiv valaszt
kapunk, akkor az a masik téglalap belsejében fekszik. Végiil, ,,vegyes” valasz esetén a

két téglalap atfedo.

5.6 Konvex alakzatok indexelése

A térinformatikaban és a szamitdgépes grafikdban fontos szerepet jatszanak a konvex
alakzatok. A térinformatikat tartva szem el6tt, tovabbra is a sikbeli objektumok
vilagdban maradunk. Egy gérbe vonalakkal hatarolt alakzat is lehet konvex, itt azonban
egyenes szakaszokkal hatdrolt konvex poligonra gondolunk. Egy térképi objektum
vektorizalasa tjan egyenes szakaszokbol allo poligonhoz jutunk, amelyet sziikség
esetén konvex részekre bonthatunk. Egy masik lehetdség a konvex alakzatok
megjelenitésére az, ha egy objektum befoglalo téglalapja helyett valamilyen befoglald
konvex burkot tekintiink. Ennek elkészitése nagyobb befektetést kivan, de a pont-
tartalmazasi és a metszési kérdések eldontésénél joval megbizhatobb valaszokat
kapunk. Ha pl. adott A és a B térképi alakzatok valdjaban nem metszik egymast, azért a
befoglald téglalapjaik még konnyen mutathatnak metszést (kiilondsen akkor, ha a
szoban forgd alakzatok szabdlytalan, amdba-alaku hatarvonallal rendelkeznek). Ha
azonban egy-egy viszonylag jol illeszked6 befoglaldé konvex poligonra tériink at, akkor
a hamis taldlatok esete viszonylag ritka lesz.

Az 5. fejezetben bemutatott eddigi struktirak az objektumok befoglal6 téglalapjaira
épiilnek. Meggondolhato, hogy a konvex burokba foglalds elméletét kovetve, lehetne
olyan R-fakat is épiteni, amely a legkisebb befoglalo téglalap helyett a legkisebb
konvex burkokkal dolgozna, és azok keriilnének tarolasra mind a levelekben, mind a
belsd csucsokban. Itt jelentkezik az elsé példa arra, hogy kereséskor nehéz poligon
esetén szadmolni tartalmazast, de ha mod nyilik r4, akkor sokkal pontosabb
megoldasokhoz juthatunk.

A tovéabbiakban konvex poligonok rendszerét tekintem, és azzal mar nem
foglalkozom, hogy ezek esetleg milyen eredeti alakzatok befoglaloi. Az igy kapott
konvex alakzatokat is indexelni kell valahogyan, pl. befoglalo téglalapjaik alapjan, de

ebben az alfejezetben nem ezen lesz a hangsuly, mert a pontosabb eredmények
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elérésé¢hez érdemes egyéb, tovabbi lehetéségeket is megvizsgalni. A konvex burok
onmagaban egy nehezen kezelhetd eszk6z az indexelésre, mert azok taroldsakor sok
koordinataval kellene dolgozni, igy a vizsgalat most az egyes alakzatok egy lehetséges
felbontasara, és a részek indexelésére iranyul. Egy kézenfekvd felosztas lehet pl. a
szakirodalombol jol ismert Delaunay-haromszogekre vald bontas.

Dolgozatomban, a vizsgalat kozéppontjaban egy masik lehetdség all, nevezetesen
az, amikor a konvex alakzatot az x tengellyel parhuzamos (vizszintes) vonalakkal
trapézokra bontjuk. Ezek a trapézok lesznek azok az elemi egységek, amelyeket egy
index-struktiraban el kell helyezni. Azt vartam, hogy a trapézoldalakbdl épitett
szegmensfa, valamint a magassagaikbdl épitett tovabbi adatszerkezetek, pl. binaris
keresofak segitségével hatékony megoldast lehet taldlni a ponttartalmazasi és az

alakzatmetszési alapfeladatokra. Célkitlizésem megvaldsitdsa azonban részben negativ

eredményt hozott. Erre a ponttartalmazas feladatanak megoldasanal fogok mélyebben

ravilagitani. Most elézetesen csak annyit jegyeznék meg, hogy a trapézokra tdrténd

felbontashoz nem illeszkedik a szegmensfa alkalmazdsok mogott 4allo an. plane

sweeping (a sik soprésének) modszere, amely egy fliggbleges egyenessel halad végig

(balrol jobbra) az alakzatokat tartalmazd sikon, vagy ablakon. Egy trapézhoz olyan

geometrial vizsgalat a megfeleld, amely a ferde oldalak metszéspontjan atfektetett

egyenessel ,.sOpri” a trapéz-idomot. A trapézokra bontas Gtletét azonban nem vetettem

el véglegesen, hanem megprobaltam valamilyen pozitiv allitast megfogalmazni a
hasznalhatosdgara. Az eredmények, amelyek ilyen értelemben ,,arnyaljdk™ a trapézalapu
indexelés lehetdségét, arra mutatnak, hogy a befoglald téglalapok alkalmazasa még egy
alakzat felbontasa esetén is megfeleldbb eszkoz lehet.

A trapézokra bontédsra vonatkoz6 elvi dontés még szamos megvaldsitéasi lehetdséget
hagy nyitva. Ezeket mind sorra veszem, eldbb azonban egy példaval szeretném
bemutatni az alap jelenséget. Az 5.14. aran egy K-nak nevezett konvex 6tszog lathato,
amely pontjainak felsorolasaval adhaté meg: P1(40, 20), P»(100, 30), P3(130, 90),
P4(70, 110), P5(20, 70). Ez a sokszog olyan, hogy barmely pontparjara igaz az, hogy
nincsenek egy vizszintes, vagy egy fliggbleges egyenesen, vagyis a legaltalanosabb eset
bemutatasara éppen alkalmasak.

Ha felszeleteljiik a K sokszoget a csucsain athalado, vizszintes egyenesekkel, akkor
az OtszOg tartomanyan beliil minden csucson at egy trapéz oldala halad, amely a Py és a
P4 pontok esetében pontszerli lesz (haromszogeket kapunk). Tekintsiik most ezeket is

intervallumnak, és az als6 és felsé haromszogeket is trapéznak. Ekkor at lehet térni egy
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Uj abrazoldsi modra, amely a trapézoldalak, mint intervallumok, valamint azok
magassagainak megadasaval valosul meg. Ezek rendre: Kkj[40, 40], k;[36, 100],
ks[45, 130], ka[70, 70], ks[20, 120] és Y; =20, Y, =30, Y3 =90, Y, =110, Y5 =70 (5.14

abra).

A
ki Pa
110+ v,
Ps3
90 T Vi
01(90, 80)
°
P5 k5
Q2(115, 40)
°
ko
30 + Y,
P
T h P1 k
1
X5 X2 X1 X3 Xa X2 Xs X3
% —— i i —>
20 36 45 70 100 120 130

5.14 abra: poligon trapézokra bontasa

A k; — ks intervallumok az x tengelyen nyolc osztoépontot hataroznak meg. Ezek
sorban: 20, 36, 40, 45, 70, 100, 120 és 130. A nyolc osztopont 17 elemi intervallumot
hoz létre, ahogyan ezt korabban a szegmensfak esetén is lattuk. Az elemi intervallumok
eléallitasa utan mar felépithet a szegmensfa (5.15 abra).

A szegmensfa csicsai (a kordbban ismertetett modon) intervallumokat
reprezentalnak, illetve keresési kulcsokat tartalmaznak. A Ky, K, ..., ks trapézoldalakat,
mint cimkéket, elhelyezziik a szegmensfa csucsainal, ezzel segitve majd a kereséseket.

A ki — ks trapézoldalak magassagait egy masodlagos adatszerkezetben, egy
kiegyenstlyozott binaris keres6faban taroljuk (BBST — Balanced Binary Search Tree).

A fa struktaratol el lehet térni, de optimalisnak ez tekinthetd.
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5.15 abra: poligon trapézokra bontasaboél szegmensfa l1étrehozasa

Két megoldas is kinalkozik a keresOfa alkalmazéasara, de erre a kérdésre még
késobb visszatérek.

Lehetne egy olyan megoldast valasztani, hogy a szegmensfa cimkézett csticsaihoz
kiilon-kiilon létrehozunk egy-egy kereséfat az ott szerepld trapézoldalak magasséagaira.
Azonban, ha nem tul slrii a felosztas €s az egyes csucsokban nem sok magassag cimke
szerepel, akkor érdemes az egész K konvex alakzatra egyetlen keres6fat konstrualni,
amelyben minden trapézoldal magassaga megtalalhato. Az 5.16. abran lathato keresdfa
annyiban specialis, hogy nem csak magukat a 20, 30, 70, 90 és 110 magassagértékeket
lehet benniik keresni, hanem barmely keresési értékre megadja, hogy — amennyiben az
nem egyenld valamelyik magassagértékkel, akkor — hol helyezkedik el a
magassagértékek rendezett soraban.

Pl. tovabbra is az 5.16 abranal maradva, a k =40 egyik magassagértékkel sem
egyezik meg, igy a faban vald kereséskor biztosan le kell menni egy levélig (jelen
esetben a 30-as csucs alatti levélesucsig). Igy kapjuk eredményiil, hogy a k = 40 a k; és
a ks kozotti savban helyezkedik el. A k=120 keresésekor a 110 csucs alatti levélig
jutunk el, amelyben szerepld k;" jelentése, hogy a 120, mint egy pont y koordinatajanak

értéke, a k4 trapézoldal felett talalhato.
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ki~ k1, k> ks, k3 k3, ka

5.16 abra: BBST fa a trapéz magassagokhoz

Ezzel eljutottam oda, hogy ennek az indexelési felfogasnak a kiilonb6z6 valtozatait
sorra vegyem. El6bb azonban nézziik meg azt, hogy milyen kérdésekre adhatunk valaszt

ebben az indexelési struktiraban.

5.6.1 Pont tartalmazas vizsgalata

Elsé 1épésben azt a kérdést célszeri megvalaszolni, hogy a K konvex alakzat a
belsejében tartalmaz-e egy adott Q(x,y) pontot. Ez a kérdés mar korabban, a
szegmensfaknal felvetett téglalapok esetében is szerepelt valamivel altalanosabb
formaban, mivel ott minden tartalmazé téglalapra kivancsiak voltunk. Most azért
szlikitend6 a kérdés egy alakzatra, mert az maga is részekre van felbontva. (Ha
alakzatok egy teljes halmazara szeretnénk feltenni a ponttartalmazas kérdését, akkor
elébb egy kiilsd ciklusban meg kell vizsgalni pl. az alakzatok befoglald téglalapjaira a
kérdést, a mar megismert médon. Ha bizonyos téglalapoknal negativ valaszt kapunk,
akkor finomitasképpen fordulhatunk a befoglalé konvex alakzatokhoz.)

Eldszor a vizszintes trapézoldalak szegmenstajabol indultam ki, ami jonak is tiint
egészen addig, amig az 5.17 abran lathato példa elé nem keriilt. Ez azt mutatja, hogy
egy pont ugyis lehet egy trapéz belsejében, hogy az x koordinataja a két oldal diszjunkt

vetiilete koz¢é esik. Ez a ,,bonyodalom” 4thidalhat6 ugyan, de célszerlinek latszott el6bb
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a masik nézetbdl megkozeliteni a problémat, azaz elsdbbséget kap a vizsgalatban a

trapézoldalak magassagaibol alkotott bindris kereséfa, amelyet eredetileg masodlagos

indexstrukturaként definialtam.

5.17 abra: Trapéz az oldalakat nem metsz6 ,sopré” egyenessel

Hajtsunk végre egy keresést az alakzathoz tartozd bindris kereséfaban a Q

lekérdezd pont y koordinatajaval. Ennek eredményeképpen megkapjuk azt, hogy hol

van az y helye a trapéz oldalmagassagok rendezett soraban, pontosabban, hogy melyik

két magassagérték koze esik. A geometria nyelvén értelmezve a keresés eredményét, azt

tudjuk meg, hogy a Q pont K alakzat alatt, vagy afelett van, vagy pedig az alakzat

magassagaban helyezkedik el, és ebben az utobbi esetben melyik az a trapéz, amelynek

a savjaba esik. Ezzel a kereséssel egy finomitast végeztiink és megkapjuk, hogy

érdemes-e vizszintes irdnyban is tovabb vizsgalni a tartalmazas lehetdségét.

Tegyiik fel, hogy a Q(X, y) pont a K konvex alakzat felbontasakor 1étrejott T trapéz

belsejébe esik, amelynek k; és k, a két vizszintes oldala. Az 5.18 abran lathato

jeloléseket haszndlva, felirhatjuk a (valodi) ponttartalmazas alabbi feltételét:

Fejezziik ki X -t és X'-t:

QeT o X<x<X

XZ_Xl*

X=—"—"%(y-Vy,)+X
Yo =W

X'= —X2 % *(y_ y1) + Xl'
Yo=Y,
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Atrendezve kapjuk a ponttartalmazas kovetkezd két feltételét.

Xy, — X X—X
2 1 1

Yo=Y Y-V
X, = X' - X=X,
yz_yl y_yl

A két képlet geometriai értelmezése nyilvanvalo: azt fejezik ki — derékszogi
haromszogek oldalainak az aranyaval, vagy a tangens szogfiiggvény segitségével —,

hogy Q pont a P,P1P,’ szog és a P1P1 P, szog tartomanyan beliil helyezkedik el.

P2(x2,y2) k> P2’ (x2’, y2)
_ QAx,y) -,
X X
k1
P1(x1, y1) P (x4, y1)

5.18 abra: Trapéz bels6 ponttal

A bemutatott eljaras miveletigénye O(logn), mivel a kiegyensulyozott binaris
keres6fat 2n+ 1 csucsbol épitettiik fel. Hangsulyozom, hogy a miiveletigény egy
alakzat esetére vonatkozik, szemben a korabbi, hasonld kérdéssel, amelyet a teljes
téglalap-rendszerre tettem fel. Megjegyzem még, hogy a bindris keresdfa eldzetes
felépitése O(n*logn) 1épésszamot igényel, azt azonban szamos lekérdezés kovetheti.
Az eljaras alkalmazasaval az 5.14 abran szereplé K konvex alakzatra, valamint a Q; és
Q- pontokra azt kapjuk, hogy Qi1 €K és Q,¢K.

Eddigi megallapitasaim alapjan mar ravilagithatok a trapézokhoz illeszkedd
siksoprés modjara is. Tekintsiik ehhez az 5.19 dbran a P1P1’M haromszdggé kiegészitett
5.18-as abran lathato trapézt. Vilagos, hogy a Q ponton at nem a fiiggéleges, hanem az
M ponton atmend sOpré egyenes lesz az, amely mindig metszi a k; és a kp

trapézoldalakat, ha Q a trapéz belsejében fekszik.
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k1

Py M Py

5.19 abra: A sik soprésének elvi hattere trapéz esetén

Egy ilyen siksoprésre nem épitethetiink szegmenstat. Eldszor is, minden egyes
trapézszeletnél kiillon munkat jelentene a ferde trapézoldalak M metszéspontjanak
meghatarozas, a QM egyenes egyenletének felirasa, és a két vizszintes trapézoldallal
vald metszés megallapitdsa. Tovabba, mddszeriink nem lenne elég altalanos, mert csak
ismert y koordinataval rendelkez6 pontok esetén lenne alkalmazhat6. Ha tekintenénk
egy olyan egyenest, amelyet csak az x koordinataja hataroz meg, akkor nem tudnank

értelmezni a szegmensfa épitésének eljarasat.

5.6.2 Alakzatok metszetének vizsgalata

A metszés (atfedés és tartalmazas) kérdését téglalapok egy halmazéara vizsgaljak. A
megoldast visszavezetik a szegmensek metszésére, ahol a téglalap oldalak valositjak
meg az egyes intervallumokat. Az eljaras ismertetésénél megjegyeztem, hogy
amennyiben csak két téglalap metszését kivanjuk megéllapitani, akkor a feladat
visszavezethetd a ponttartalmazas vizsgalatara, ahol a két téglalap pontjaira lekérdezziik
azt, hogy a masik téglalap tartalmazza-e azokat. Tovabb idézve a megjegyzést, a kapott
valasz harom kategoriaba sorolhatd: a két téglalap lehet diszjunkt, atfedd és tartalmazo
viszonyban egymassal.

Attérve a konvex alakzatok esetére, ismét azt lehet mondani, hogy amennyiben az
alakzatok egy halmazara szeretnénk a paronkénti metszést megallapitani, akkor el6bb
vizsgalodhatunk a befoglald téglalapok halmazan, és a valasz finomitasa céljabol

térhetiink at a (befoglald) konvex alakzatokra.
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04

03

Os

P4
Ps

P3

P
P2

5.20 abra: Metsz6 konvex alakzatok

Tekintsiink két konvex alakzatot, példaul az 5.20 abran lathato K-t és L-et, amelyek
metszési viszonyara vagyunk kivancsiak. Ezttal is a ponttartalmazas vizsgalatahoz
nyulhatunk. Hajtsuk végre a K alakzat P1 — Pg pontjaival a tartalmazas lekérdezését az L
alakzatra nézve, majd pedig az L alakzat Q1 — Qs pontjaival tegyiik ugyanezt a K-ra
nézve. Ha csupan a metszés kérdése érdekel benniinket, akkor elegendd az elsd pozitiv
valaszig folytatni a vizsgalatot, ami esetiinkben a Ps pontnal all eld.

Ha a teljes vizsgalatot végrehajtjuk, akkor példankban a {Ps, Q1, Q.} ponthalmazt
kapjuk. Ha ezt kiegészitjlik az oldalparok metszésének vizsgalataval, akkor az Ry és R;
pontokat is megkapjuk. Igy el6allt a konvex kozos rész csucspontjainak
{Q1, Q2, Ry, Ps, R1} halmaza. A koz0s rész meghatarozasanak lehetOségét csak
érzékeltetni kivantam, a probléma részletesebb ismertetésétdl eltekintek.

A teljes vizsgalat miiveletigényének meghatarozasahoz tegyiik fel, hogy a K alakzat
m csucsot tartalmaz, az L-et pedig n szamu pont fesziti ki. Ekkor a két kiegyenstlyozott

binaris keres6faban O(m*log n+ n*logm)lépésben keresiink.

5.6.3 Trapézfelbontas tovabbi lehetdségei

Az 5.21. abran bemutatott felbontés az eredeti konvex sokszoget egzakt modon szeleteli

trapézokra. A vizszintes trapézoldalakat, a poligont szeletel6 egyeneseket mindig a
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sokszdg csticsain at huztam be. Ennek a kdvetkezménye, hogy a trapézok magassaga
valtozd, ezért valamelyest bonyolulttd teszi a lekérdezéseket, hiszen keresofat és
szamitasi képleteket kellett alkalmazni.

Egyszeriibb megoldashoz juthatunk, ha ekvidisztans (egyenld tavolsagn) szeletelést
alkalmazunk a konvex poligonon. Ekkor azonban egy vizszintes sdvban nem feltétlenil
kapunk trapézt, hiszen eléfordulhat, hogy az eredeti sokszognek valamelyik csucsa
éppen egy ilyen savba esik, akkor ott nem egy ,,ferde” trapézoldal vezet a sav alsé és
felsé oldala kozott, hanem egy csticesal ,,megtort” szog alakul ki. Ilyen torést okoz az
5.21 éabran az also6 20 — 40-es grid-savban a P, pont, vagy feljebb a Ps és P3 pontok is.
Ebben az esetben tobb lehetdségiink is van arra, hogy milyen kozelitést alkalmazunk az
egyszerlibbé tételre. Az alkalmazastol fiiggéen valaszthatunk pl. az aldbbi lehetdségek
koziil, amelyeket nem dolgozok ki részletesen, hanem csak, mint tovabbi elméleti

lehetdségeket vetek fel:

(1) Ha a trapézrendszert kozelitésre hasznaljuk egy elég finom felosztas esetén,
vagyis nem ragaszkodunk annak befoglalo jellegéhez, akkor a kialakult kis
,kicsucsosodd” haromszogeket le lehet vagni. Igy olyan trapézrendszert kapunk,
amely tovabbra is konvex lesz, hiszen konvex alakzatbol alakitottuk ki
lemetszésekkel, de a teriilet csak kozelito lesz, mert a lemetszésekkel minimalis
teriiletet, de mégis levagtunk valamekkorat. Az 5.21 abran egy ilyen lemetszéssel
keletkezett trapézt lathatunk (piros szinnel jelolt). Ez a kozelités bizonyos
esetekben nem ad megoldast olyan lekérdezésre, amely egy pont tartalmazéisara
vonatkozik €és a pont €ppen a konvex poligon levagott részébe esik. Hiszen a
levagas miatt a lenyesett részekben nem fogjuk a pontot keresni. Meggondolando,

hogy erre milyen hatékony megoldast lehetne adni.

(2) Ha az alakzat befoglald jellegéhez ragaszkodunk, akkor nem lehet a lemetszés
miiveletét alkalmazni ra az (1) pontban leirt tartalmazasi probléma miatt. Helyette
csak boviteni lehet azt. Nem nyilvanval6 az, hogy hogyan lehetne a szoban forgd
esetekben az egyes szeleteken beliil tigy kialakitani a trapézokat, hogy az egész
rendszer-illeszked6 maradjon. Ezt a lehetdséget nyitva hagynam, vagy inkabb

nagy valosziniséggel elvetném.

(3) Ha a trapézok helyett azok befoglalo téglalapjaikra térnénk at az egyenld

magassagu savokban, akkor visszajutunk a befoglald téglalapok gondolatdhoz,
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finomabb felosztas mellett. A téglalapokat egy szeleten beliil, a fiiggdleges oldal,
kiilonb6z6 behtizasaval az alabbi modokon lehet kialakitani:

o befoglaldan,

e Dbeirt modon, és

e atlagolo jelleggel.

Az egyenlé magassagu szeletek alkalmazasa, mint latjuk, az eredeti alakzat egy
kozelités¢hez vezet, viszont a fiiggbleges iranyu t4jékozodashoz nem kell
kiegyensulyozott binaris kereséfat épiteni a magassagokra, hanem elegend6 pl. a
legegyszeriibb grid-indexet alkalmazni. De ha egyéb, a munkam soran megismert
indexstrukturat vélasztunk, az is éppen olyan megfeleld. Igy juthatunk el a vegyes

indexelés fogalmaig és lehetdségeihez.

A
k4 P4
k3 Ps
90 + s
Ps ks
k
30 + v,
P
20
Y1 P1 ki
X5 X2 X1X3 Xa X2 Xs X3
5 = i i ——>
20 3640 45 70 100 120 130

5.21 abra: Egyenlé magassagu trapézokra bontas

Az alfejezet bevezetdjében szoltam arrdl a felismerésrél, amelyre a pont-

tartalmazasi feladat vizsgalata soran jutottam. A trapézokra szeletelt konvex
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alakzatokhoz nem igazan illeszkedik a fiiggéleges egyenesekkel megvaldsitott siksoprés
(plane sweeping) eljarasa. Az 5.17 abran lathatd jelenség ugyan ritka, de nyilvan nem
hagyhato figyelmen kiviil. Ha egy fliggéleges egyenes athaladhat egy trapézon ugy,
hogy vizszintes oldalait nem metszi, akkor erre a lehetdségre kiilon vizsgalatokkal
minden esetben fel kellene késziilni. A természetesebb megoldds az lenne, hogy a
trapézokhoz illeszkedé siksOprésre térnénk at, az azonban — ahogyan vazoltam —
algoritmikusan bonyolult és koltségigényes lenne.

A felmertilt problémara egy természetes valasz lenne az, hogy készitsiik el a trapéz

szeletek befoglald téglalapjait, és azokkal dolgozzunk! Egy ilyet esetet mutat az 5.22

abra.
A
P4
110+
Ps3
90 —T
Q1(90,80)
°
P
70 + >
Q2(1115, 40)
°
30 T
P
20 T
P1
| P | E | L.
1 T | | | —
20 3640 45 70 100 120 130

5.22 abra: Trapéz szeletek minimalis befoglal6 téglalapjai

Amennyiben a konvex soksz0g maga is egy alakzat befoglaloja, akkor egy annal
kevésbé pontos befoglalora, a korilirt téglalap halmazra tériink at. Ez azonban joval
szorosabban veszi koriil az eredeti alakzatot, mint egyetlen befoglalo téglalap, azaz

jobban kozeliti azt, és joval konnyebb vele dolgozni, mint a trapézsavokkal.
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5.6.4 Az indexelés idobeli valtozatai

Eloszor is azt kell megjegyezni, hogy az alkalmazasokban altaldban nem egyetlen
konvex alakzat szerepel, hanem alakzatok egész rendszere. Egy digitalis térképen, egy
ablakban is, egyszerre szamos objektum latszik. Amikor egy kérdést feltesziink, akkor
altalaban nem egy Kkitiintetett objektumot kell megvizsgalni, hanem mindet a térképen,
vagy mindegyiket, amelyek éppen lathatok. Ez arra mutat, hogy az elébbiekben targyalt
elsddleges €s masodlagos index-struktara folott van még egy — valdjaban elsddleges —
struktira, amely az egyes objektumok, mint osztatlan entitdsok hatékony elérését
tamogatja.

A térinformatikai alkalmazasoknal mindig eldontendd az, hogy ha egy indexelést
nem az elsddleges taroldshoz alkalmazunk, hanem egy tovabbi, finomabb indexelésrdl
van sz0, amely feladatosztaly megoldasat tdmogatja, akkor azt az eléfeldolgozas soran
létrehozzuk, vagy mindig valds idében, dinamikusan épitjiik fel. Ebben a dolgozatban
altalaban az eldre felépitett, ,,a priori” indexelést vettem alapul.

Meg kell azonban jegyezni, hogy a dinamikus indexelés is jarhato t. Kiilondsen
akkor, hogy ha egyenld tavolsadgu szeletelést alkalmazunk egy konvex alakzat esetén.
Ekkor ugyanis pl. egy pont tartalmazasakor elészor pl. a létrehozott grid-index alapjan
vertikalisan tajékozodhatunk, €és utana mar csak az adott magassagban szerepld

objektumokra kell a szegmensfat felépiteni.
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6. Mozgo objektumok indexelése

A mai vilagban a technologiak nagyot 1éptek elére a mobil kommunikaciok és a GPS-ek
(Global Positioning Systems) teriiletén. Ez a fejlédés a felhasznalok figyelmét a 2D
térben mozgd objektumokra vonatkozo6 informacidk hatékony kezelése felé iranyitottak.
Az objektumok a sajat aktualis pozicidikat kiildik el, amelyek idékozonként bizonyos
okokbol a felhasznaloknak is tovabbithatok. Ezeket az informacidkat tér- ¢és
idobelieknek nevezziik, mert az objektumok térbeli elhelyezkedése idében valtozik.

A korabban bemutatott indexelési eljarasok nem alkalmasak mozgd objektumok
tarolasa. Inkabb tekinthet6k gy, mintha csak egyetlen iddpillanatban taroltuk volna el a
mozg6 objektumok éppen aktualis helyzetét. A mozgast is reprezentalva, az adatbazison
nagy mennyiségli frissitést kellene végrehajtani, amelyek a miiveletigényeket
megndvelnék és a hatékonysagot nagyon lecsokkentenék. Ha viszont a mozgo
alakzatokat ugy indexelnénk, hogy minden id6pillanatbeli allapotot eltarolnank, akkor
drasztikusan megndvekedne az adatbazis mérete. Emellett nincs lehetéség lekérdezni
egy tetszdleges idéponthoz tartozd helyzetet, kivéve, ha a megadott id6pont pont egy
mintavételezési pillanat. A folyamatos mozgast ilyen modon nehéz leirni. Optimalisabb
megoldast sziikséges alkalmazni.

A mozgd objektumok adatbazisaira vonatkozo felhasznaloi lekérdezések két
kategoriaba sorolhatok: mult-idejli és jovo-idejli lekérdezésekre. Az utobbiaknak nagy
hasznat veszik pl. az id¢jaras eldrejelzéseknél illetve a 1égi kozlekedés feliigyeletében.
¢s a sebességet linedris fliggvényként taroljuk el az adatbazisban. A tovabbiakban a
hangsulyt a jovébeli lekérdezésekre helyeztem.

A kovetkezOkben két alapmegoldast ismertetek a mozgd objektumok indexelésére.

6.1 TPR-fa

Az R-faknak tobb valtozatuk is van és mindegyik a tobbdimenzios adatokat a legkisebb
befoglalo téglalapjuk alapjan kezeli. Ebben a fejezetben azt a tipust mutatom be, amely
a linedrisan mozgd objektumok R’-faja. Az R-faknak ezt a tipusat TPR-fanak (Time-
Parametrized R-tree) nevezziik. Ennek egyik valtozata, a TPR -fa, a legszélesebb

crer

joslasara alkalmas ¢és felhasznalhatd a jové-idejii lekérdezésekhez. Ilyen jovo-idejil
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lekérdezés eredménye lehet pl. azoknak a repiiléknek a halmaza, amelyek a kovetkez6 1
ordban a viharzonaban lesznek (részletesebben lasd 6.3 fejezet). A TPR-fa
megismeréséhez a TPR-fabol kell kiindulni, ezért ez a tipus kapja ebben a fejezetben a
foszerepet. A TPR -fa ennek segitségével és a miiveletek bizonyos modositasaival
konnyen eldallithato.

A TPR-fa az R'-fanak olyan kiterjesztése, amely megadja mozgd objektumok
struktara a legkisebb befoglald téglalap helyett a konzervativ befoglald téglalapnak
nevezett alakzatot hasznalja (cbr — Conservative Bounding Rectangle). A cbr eléall egy
olyan mbr-bél, amely egy adott id6pillanatban az Gsszes mozgd objektumot lefedd
teriiletet reprezentalja illetve egy vbr-bél (vbr — Velocity Bounding Rectangle), amely az
mbr-ben, az egyes tengelyek iranyaban, maximalis és minimalis sebességgel mozgd
objektumok sebesség érékeibdl all eld. Tehat egy 0 mozgd objektum reprezentalasa a
kovetkezoképpen torténik:

(1) egy og-rel jelolt minimalis befoglalod téglalap, amelynek kiterjedése a 0.
referencia idépontbeli allapotokat jeloli.
(2) egy oy-vel jelolt téglalap, amelyre: Oy = {0y1-, Oy1+, Ov2-, Oy2+}, @ahol 0yi- (Ovi+)

az alsé (felsd) sebesség korlatja o,-nek az i-edik dimenzid mentén

(ie[1.2)).
A
ILJ'Y ]'Jf'Y
N2
;, w |
d4 -
NIy ¢z | N1
b [<4
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6.1 abra: mozg6 objektumok mbr-je és vbr-je a 0. majd az 1. referencia id6épillanatban

Az 5.1 éabran lathatdo a, b,c és d objektumok minimalis befoglalo téglalapjai

lathatok, a rajtuk lathat6 nyilak és a szamok a mozgasuk iranyat és sebességét jelzik az
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egyes tengelyek mentén. Pl. a ¢ objektum vbr-je: ¢, = {-2, 0, 0, 2}, ahol az els6 két szam
tartozik az x tengelyhez. Mivel csak két iranyban van mozgas, ezért az objektum mérete
megnd. Az a, b ésd objektumok esetén viszont valds elmozdulas all el6. Az abrarol
leolvashatd az is, hogy az elmozdult, kovetkez6 idOpillanatbeli objektumokat
reprezentald mbb-k befoglaldé téglalapjanak (N; és Nz) mérete megnédtt és a
tovabbiakban mar nem a legkisebb méretii lesz. Az eredeti mbr minden megfeleld
sarokpontja a sebességeknek megfeleld iranyban és mértékben mozdult el. Mivel
vannak olyan sarkok, amelyek fixen maradnak, vagy ellenkezd iranyba mozdulnak el,
ezért a téglalapok mérete megndhet.

Ha a befoglalé cbr (mbr + vbr) téglalapok f61é egy R’-fat épitiink az R-faknal leirt
moédon és az R'-faknal alkalmazott besziré algoritmussal, akkor eléall a mozgd
objektumok TPR-faja. A fa leveleiben az objektumok legkisebb befoglald téglalapja
(mbb) keriil, kiegészitve a sebességek téglalapjaval. A bels6 csucsokban pedig az mbr-
ek és vbr-ek talalhatok, amelyek a gyerekcsucsaikban 1évé mbr-ek és vbr-ek befoglald
téglalapjai lesznek (6.1 4bra). A 0. idOpontban épitiink egy TPR-fat, és innen a pozicidk
¢és sebességek ismeretében eldallithatok a jovobeni iddpillanatok TPR-fai. A csticsokat
reprezentald téglalapok a meghatarozéasa a 0. iddpillanatban ugyanugy torténik, mint az
R-fak esetén. A tovabbi iddpillanatokban viszont, ahogy azt az 4bran is lattuk, a belsd
csucsokban szerepld téglalapok nem feltétlen lesznek a legsziikebbek, de biztosan
magukba foglaljak a részfajukban szerepld dsszes alakzatot.

Ha visszatériink a példamban emlitett repiildgépes lekérdezéshez, akkor egy
idéintervallumra vonatkozé ablaklekérdezést kell végrehajtani, hiszen arra vagyunk
kivancsiak, hogy egy viharzonaban éppen mely repiilok szallnak és melyek lesznek még
10 perc mulva is ott. Az ablaklekérdezés végrehajtasa ugyanazon algoritmussal torténik,
mint az R"-faknal, kivéve, hogy a lekérdezés pillanataban dinamikusan el64allo mbr-
ekkel kell az 6sszehasonlitasokat végezni a fa egyes szintjein. A TPR-fak a [T, Tc + H]
iddintervallumba esd iddpillanatokra vonatkozd lekérdezésekre vannak optimalizélva,
ahol Tc¢ az aktualis frissitési datum, H (horizon) pedig a fa azon paramétere, amely
megadja, hogy meddig sziikséges a fat elére latnunk.

Az R'-fakba val6 Uuj objektum beszurasakor a kovetkez6 négy paraméter
minimalizalasat kellett szem eldtt tartani: bejegyzés teriilete, minden téglalap keriilete,
egy csucsban elhelyezkedé téglalapok atfedése, egy mbb kozéppontja és a
sziilécsucsaban elhelyezkedd dr téglalap kozéppontjanak tavolsaga. TPR-fakba valo

beszuraskor az eldzdekben emlitett metrikékat helyettesitsiik a megfeleld tarsaikkal:
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Te+H
(1) egy N bejegyzés teriilete helyett: [ A(N,t)dt, ahol A(N, t) az N bejegyzés

Te

tertlilete a t idépontban.

Te+H
(2) egy N bejegyzés keriilete helyett: J.P(N,t)dt, ahol P(N, t) az N bejegyzés

Tc

keriilete a t idopontban.

Te+H
(3) kétdr téglalap atfedése helyett: J.OVR(Nl, N,,t)dt, ahol OVR(N1, Ny, t) az

Te

N; és Nj kozotti atfedés nagysaga a t idépontban.

Te+H
(4) két dr téglalap kozéppontjanak tavolsaga helyett: I CDist(N,,N,,t)dt,

Tc
ahol CDist(Ny, Np, t) az N3 és N, kozéppontjanak tavolsaga a t idépontban.

A beszuras ¢és torlés algoritmusa egyéb tekintetben pontosan ugyanugy miikodik,
mint ahogy azt az R’-fak esetén is tettik. A korabbiakban emlitettem, hogy egy
1d6pontbdl a kovetkezdbe 1épve felléphet az a tulajdonsag, hogy tobb elemet 6sszefogd
mbr nem a legsziikebb lesz. Azonban, egy uj elem beszlrasakor vagy egy meglévo
torlésekor a megfeleld befoglald téglalap igazodni fog a benne elhelyezkedd téglalapok
legsziikebb befoglalgjdhoz. Ez természetesen nem okoz plusz koltséget a miivelet
végrehajtasakor, mert a téglalapot mindenképpen be kell olvasni, majd ismét ki kell irni.
Amely téglalapokat a beszurds nem érinti, azok tovdbbra sem fognak igazodni a

tartalmukhoz.

6.2 TPR-fak koltség-modellje

Ahogy az R-faknal, gy itt is adhato egy koltség-modell, amely megjosolja a TPR-fa
teljesitményét és megadja azokat a tényezdOket, amelyeknek a lekérdezés koltségeben
meghatarozo a szerepiik.

A modell rovid ismertetéséhez a kovetkezd jeloléseket vezetjiik be egy 0 mozgd
objektum esetén [15].
(1) egy ogr-rel jelolt mbr, amelyre: og = {Ogi-, Or1+, Or2-, Or2+}, ahol Og;. (Oris+) az

als6 (fels6é) koordinata korlatja ogr-nek az i-edik dimenzid mentén

(ie[1.2)).
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)

(3)

(4)

(5)

(6)

egy o,-vel jelolt vbr, amelyre: o, = {0y1-, Ovi+, Ov2-, Ov2+}, @hol 0. (0yi+) az
also (fels6) sebesség korlatja 0,-nek az i-edik dimenzié mentén (i € [1..2 ])
Ori = [Ori-, Ori+], amely o terjedelme az i-edik térbeli tengely mentén és
|Ori| = Ori+ - Ori- a hossza (i e[ 1..2 ])..

Ovi = [Ovi-, Ovi+], amely o terjedelme az i-edik sebesség tengely mentén és
|0vil = 0yis - Ovi- @ hossza. (i €[ 1..2 ]).

az 0 objektumot mbr-je a t iddpillanatban a kovetkez6 modon van
reprezentalva: Og(t) = og + 0, * t, ahol og a 0. referencia idépontbeli téglalap.
Ori(t) = [Ori-(1), Ori+(t)], amely ogr(t) terjedelme az i-edik térbeli tengely

mentén és |ogi(t)| a hossza (i €[1..2 ]).

Legyen ezek utan 0 és ( egy-egy mozgd objektum a térben. Az 0-nak a g-ra

vonatkozo transzformalt téglalapja 0’ a kovetkezd elemekbél all ¥ (6.3 4bra):

(1) egy og-vel jelolt mbr, amelynek terjedelme az i-edik dimenzid mentén

(ie[1.2]): or = [Ori- - |Gril / 2, Ori - |aril / 2].

(2) egy o,--vel jelolt vbr, amelynek terjedelme az i-edik dimenzié mentén

(ie[1.2 ]): 0, = [0vi- - Qui+, Ovix - il

Adott 0 mozgd objektum ¢s T iddintervallum esetén a mozgastér SR(o, T) az a

tartomany, amelyet 0 megtesz T id6 alatt. Ennek teriilete Asg(0, T) (6.2 abra).

Ay axis 4R (0) _
100 sweeping “_}' BB sweeping
= region of q |-] 10 region of o'
s Sweeping i ;
| region of 8
1 i 3
6 2‘ st A -
B = or(1)
T ar |2 3
| = T - —
o 4
2 ©) 2
| 2 i _ 2‘ > 05(0)
X axis X axis
1 1 11 11 I - 1 N N N N L1 g
0 2 4 6 S 10 0 2 4 6 8 10

6.2 abra: két mozg6 objektum (o és q),
illetve SR(o, [0, 1]) és SR(q, [0, 1])

6.3 abra: transzformalt mozgdé objektum (0")
illetve SR(0’, [0, 1])
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Legyen p egy tartomany lekérdezés, melynek téglalapja egyenletesen tartalmazza a
térben elhelyezked6 pontokat. Legyen a kiterjedése az i-edik dimenzié mentén | pgj |, @

sebesség vektora py, és a lekérdezési idéintervalluma pr = [pr., pr+]. EKkor a p kérdés

megvalaszolasahoz érintett csucsok atlagos szama Cost(p) = Z A (0, p;), ahol o a

every node o
mozgd téglalap reprezentalasa egy cstcsban és o’ az 0-nak a p-re vonatkozo
transzformalt téglalapja. EQy 0 csucs érintésre keriil egy lekérdezés alkalmaval, ha a
benne szereplé mbr metszi a lekérdezés ablakat a pr id6éintervallum alatt. Ez akkor és
csak akkor igaz, ha SR(o’, pr) lefedi az lekérdezés ablakanak kozéppontjat (statikus
pont). Tekintettel, hogy az ablak egyenletesen oszt a pontok terében, ezért a hozzaférés
valoszinilisége megegyezik az 0’ téglalap pr id0 alatt létrehozott mozgasterének
teriiletével, azaz Asr(0’, pr)-vel. Ezt a valoszinliséget minden csomépontra Osszegezve,
kapjuk a hozzaférések varhato szamat.

Mindezekbdl kovetkezik, hogy a fenti paraméterekkel rendelkezd lekérdezések

akkor lesznek optimdlisak, ha az egyenlet minimalis értékii lesz.

Emlitettem, hogy a TPR-fanak egy masik tipusa az, amelyet a legtobb térinformatikai
rendszer hasznal mozgd objektumok kezelésére. Ez a tipus eldallithatd a TPR-fabol a
miiveletek tovabbfejlesztésével. A TPR-fa és a TPR -fa szerkezete altalanossagban
megegyezik. A kiilosnbség a felépitésiik soran adodik. Mig a TPR-fa az R'-fa beszir6 és
t6rl6 algoritmusait hasznalja gy, ahogy azok adottak, addig a TPR™-fa ezeknek egy
modositott valtozatat hasznalja, amely prdobalja minimalizdlni a koltségmodellben
szerepl6 egyenlet eredményét és a majdnem optimalis alakot elérni. Ezt ugy éri el, hogy
kozben jobban tiikrozi az objektumok mozgasat is. Ennek eredményeképpen javitja a
moddositéo miiveletek és a lekérdezések teljesitményét a TPR-fakhoz képest.

A TPR-fa egy adott idOpillanatban (frissités idOpillanata), a korabbi 4 feltételt
figyelembe véve (integralok), azokat minimalizalva végzi a beszré és torlé miveleteit.
Ezzel szemben a TPR'-fa a mozgd objektum mozgasterét veszi figyelembe
modositaskor €s azt igyekszik minimalizalni. Ez a mozgastér annak a téglalapnak lesz a
kiterjesztése, amely az objektum frissités utan bekovetkez6 iddpillanatbeli allapotahoz
eléallo téglalapok koziil valasztja a minimalis teriiletiit. A gyokeértdl a levelekig haladva
a csomdpontokban a beszuras elott eld kell allitani az ahhoz sziikséges kiterjesztett

téglalapokat és egy elsGbbségi sorban eltarolni. Es végiil az optimalis cstics a
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beszurashoz az, amelyiknek a kiterjesztett téglalapja a minimalis méretli lesz. Ezzel
persze a TPR'-fak frissitésének miiveletigénye nagyobb lesz, azonban a hatarol6
téglalapok tomorsége nagyban javitja az altalanos lekérdezések teljesitményét.

Erre az elore gondolkodéasra azért van nagy sziikség, mert ha pl. egy pontot
beszurunk egy adott pillanatban, akkor eléfordulhat, hogy egyetlen téglalapba sem esik
bele. Azonban a kdvetkez0 pillanatban az objektumok elmozdulasa lehet olyan mértékdi,
hogy a befoglaléiknak az mbr-je annyira megnd, hogy a beszrt pontunk rogton

beleesik valamelyikbe, vagy akar tobbe is, ha koztiik atfedés jon 1étre.

6.3 Parametrikus R-fa

Ez az adatszerkezet szintén mozgo6 objektumok egy hatékony indexelésére alkalmas. Az
id6 fliggvényében valtozo és mozgd téglalapokat kezeli, akar csak az el6z6 struktura, de
attol eltéré a megkozelitése. A PR-fa a parametrikus adatmodellt hasznalja fel, amely a
mozgd objektumoknak egy természetesebb reprezentalasa, mint a tobb irodalomban is
vizsgalt mozgd pontoknak. Ez az adatszerkezet az R-fakra épiil, annak a beszurd és

torl6 algoritmusat fejleszti gy, hogy mozgé alakzatok indexelésére alkalmas legyen.

6.3.1 Parametrikus adatmodell

Tegyiik fel, hogy, adott egy mozgd objektumokat tartalmaz6 adatbazis, amelyben az
alakzatok alakja és pozicidja iddben folyamatosan valtozik.

A modell a d dimenzios parametrikus téglalapok leirasara szolgal. A modellben egy
mozgd objektumot az 1d6 valtozasaval taguld vagy zsugorodd téglalappal adjuk meg,
amelyhez d+ 1 intervallum szikséges. Egy intervallum reprezentdlja azt az
idotartomanyt, amelyben az alakzat mozgasat nyomon kdovetjiik. Ez az intervallum
konstans végpontokkal rendelkezik. A tobbi d darab intervallum az egyes dimenzidokhoz

megadott idoben valtozd végpontokbol allnak.

Legkisebb befoglalé parametrikus téglalap (MBPR): Egy R parametrikus
téglalap megfelel egy tobbdimenzidos mozgd téglalapnak, amelyet a modellben a
kovetkezOképpen definialhatunk: R = (Iy, ..., lg, I[, I]), ahol d a dimenzio értéke és I;
egy zart intervallum az i-edik dimenzioban (i € [1,d]). Egy li-r6l a kovetkezdket
mondhatjuk el: legyenek x;! és x| a t id8ben linearis fiiggvények és t [t t'], ahol a t!
kezd6 id6pont ¢€s a t! zar6 id6pont racionalis szamok. R projekcidja (vetiilete) az X;

dimenziéra egy egydimenziés parametrikus intervallum lesz (I;,tf t!). Ebbél az
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kovetkezik, hogy egy d dimenzidos parametrikus téglalap ugyanaz, mint egy poliéder a
d + 1 dimenzidban.
Adott S halmaz, amely a d dimenzios parametrikus téglalapokat tartalmazza. Az S
elemeinek minimalis befoglald parametrikus téglalapja R akkor és csak akkor, ha:
(1) R tartalmazza S minden elemét,

(2) R-nek Vi € [1, d]-re az (x;, t) altérre vett vetiiletének teriilete minimalis.

Téglalapok meghatarozasa: Legyen S tovabbra is egy d dimenzios parametrikus
téglalapokat tartalmazo6 halmaz és legyen R az S-nek az MBPR-je. Ekkor R kezd6 / zar6
idopontja megegyezik az altala befoglalt téglalapok kezd6 /zaré idSépontjainak

minimumaval / maximumaval: t_ = misn(r.t[), too = masx(r.t]) . A minimalis befoglald
re re

téglalapok megadaséanak els6 1épése az iddintervallum két végpontjanak meghatarozasa.
Ezt egyszeriien megtehetjiik a képlet alapjan.

Nehezebb feladat R-nek, V i€ [1,d]-re az X dimenzidban, az alsdé és felsd
hataraihoz tartozd fiiggvényeket meghatarozni, azaz az egyes alterekhez tartozo
intervallumokat. Mivel S barmely parametrikus téglalapjanak leképezése valamely (x;, t)
altérre egy trapézformat ad eredményiil négy Kkitlintetett ponttal (6.3 abra baloldala),
ezért S egészének vetiilete valamely (X, t) altérre (S;, i € [1, d]) ezeknek a trapézoknak

lesz a befoglalo halmaza 4 * | S | szamu kitlintetett ponttal.

1 Xj T Xj

SR .

———————

\

|
|
t . |

T
- | ! =
Uinin tmax Umin Umed Tmax

6.4 abra: parametrikus téglalapok vetiilete (x; t) altérre, konvex burok és MBPR
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Legyen H; az S; halmazban 1évé trapézoknak a konvex burka. (6.3 ébra baloldala)
Ekkor geometriai uton bizonyithat6, hogy a konvex burokbdl a kdvetkezd két lemma

segitségével megadhato R legkisebb befoglalé parametrikus téglalap az (xi, t) térben !

Lemma l. Maradva az elézéekben projekcidval 1étrehozott S; halmazoknal,
bizonyithatd, hogy R csucspontjai az (X;, t) altérre vetitve megegyeznek S; konvex
burkdnak bizonyos csucspontjaival, azaz az élei biztosan illeszkednek H; megfeleld

¢éleire.

Lemma 2. Bizonyithato tovabba, hogy R als6 ¢és felsd hataroloja az (x;, t) altérben a
kovetkez6 modon illeszkedik a Hi konvex birok bizonyos éleire: a két hatarold H;i azon

két élénck lesz a meghosszabbitasa, amelyek metszik a tmeq kozépvonalat, ahol

A trapéz két oldalsé szdra a konvex burok azon éleinek a meghosszabbitasa,

amelyek illeszkednek a tyin és a tmax fliggbleges vonalakra (6.3 abra jobboldala).

A fenti 1épések végrehajtasa kovetkezményeként megkapjuk minden dimenziéra R
meghatarozasdhoz sziikséges intervallumokat. A minimalis parametrikus téglalap

O(d =n=logn) idoben eldallithatd, ahol n a d dimenziés parametrikus téglalapok

szama, amelyeket R magéba foglal.

6.3.2 Parametrikus R-fa

A fa segitségével olyan mozgd objektumokra vonatkozd kérdéseket tudunk
megvalaszolni, mint pl. ,,Adjuk meg az dsszes téglalapot a térben, amelyek az R mozgo
téglalapot metszik.” (Itt az R-et tovabbra is parametrikus téglalapnak tekintjiik.). Ez az
indexstruktira teszi lehetévé az adatbazis szamara a dinamizmust, azaz, hogy tudjunk
objektumokat torolni és ujakat beszurni.

A PR-fa az R-fakhoz hasonloan, téglalapokat kezel a csticsaiban, a kiilonbség az,
hogy jelen esetben a parametrikus téglalapok kapjak a szerepet. A csucsokban, ezekbol
a téglalapokbdl a minimalis méretiiek keriilnek eltaroldsra, fenntartva tovabbra is azt a
feltételt, hogy a fa kiegyensulyozott és minden cstcs gyerekeinek a szama M /2 és M

kozott van, ahol M konstans és a lap méretétdl fligg.

Keresések [“: Kereséskor kétféle kérdést vizsgalhatunk meg. Az egyik az, hogy két
téglalapnak van-e barmely idOpillanatban metszete. Vegylik ehhez a két téglalap
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projekcidjat minden X; dimenzidban (i € [1, d]) és ellenérizziik, hogy van-e olyan t;
idépont, amelyben V i € [1,d] -re a két projekcionak van metszete. Ehhez minden
dimenzidban eldallitjuk azokat az intervallumokat, amikor a két projekcioval 1étrejott
trapéz metszésben van, majd megvizsgaljuk, hogy ezek koziil az eredmények koziil
melyek azok, amelyek mind a d darab dimenzié esetén szerepelnek, azaz
megvizsgaljuk, hogy nem iires-e a kapott eredmények metszete. Ha ez a metszet nem
tires, akkor a két parametrikus téglalap metszésben van, egyébként nem. Ennek

ellenérzése O(d) idében torténik, ahol d a dimenziot jeloli.

A masik kereséssel kapcsolatos kérdés arra ad valaszt, hogy egy adott objektumhoz
tartozd R parametrikus téglalapot mely parametrikus téglalapok metszik. Ekkor a
gyokértdl a levelek irdnyaba haladunk és minden olyan agon megy tovabb a keresés,
ahol atfedés van. Optimalis esetben szintenként csak egy cstcs keriil kivalasztasra,

ekkor a miiveletigény logaritmikus, egyébként ismét O(d), ahol d a dimenzio.

Besziras : Uj téglalap beszirasa teljesen hasonl6 médon térténik, mint R-fak
esetében kiterjesztve az ott szerepelt algoritmust a parametrikus téglalapokra. A
gyokeértdl a levelek felé haladva, minden szinten arrdl dontlink, hogy melyik részfaba
szurjuk be az 0j parametrikus téglalapot. A besziras eredményezhet talcsordulast, ekkor
csticsvagast kell alkalmazni, és ez kihathat magasabb szintekre is, legrosszabb esetben
akar a gyokérig is felgylirizhet.

Ahogy a keresésnél lattuk, a miiveletigényt az befolyasolja, hogy egy adott szinten
hany gyereket szlikséges érinteni az keresés folyaman. A cél tehat, hogy a gyerekek
szamat tartsuk minél alacsonyabban. Ez azt jelenti, hogy az MBPR-ek mindig a lehetd
legkisebbek legyenek. Ennek kovetkezménye, hogy egy téglalap beszlrasa esetén annak
a gyerekcsucsnak az iranyaban haladunk tovabb, amelyhez tartozo részfa MBPR-jét a
legkisebb mértékben kell ndvelni ahhoz, hogy tartalmazza az 01j parametrikus téglalapot.
Egy d dimenziés R parametrikus téglalap méretét a térfogataval lehet jellemezni, ennek
kiszamitdsa a kovetkezd képlettel torténik:

t g
V(R) = IH(xi] —x.Dydt
=l

Tegyiik fel, hogy egy j parametrikus téglalapot, R-et, szeretnénk beszurni egy E
belsd csticshoz tartoz6 MBPR-be. Legyenek Ey, ..., E, ennek a cstcsnak a gyermekei, és

R; az E; MBPR-je (j €[1, p]). Annak a gyerekcsicsnak a kivalasztasa, amelyet a
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legkisebb mértékben kell ndvelni ahhoz, hogy tartalmazza R-et, a kovetkezd képlet
segitségével tehetd meg:

mjin Enlarge(R;,R) = mjin(\/ (FindMBPR(R;,R)) -V (R;))

Ha egy telitett, mar M bejegyzést tartalmaz6 csticshoz kell beszarni egy jabb
téglalapot, akkor a miivelet elvégzése utan tilcsordulast fog bekovetkezni. Ez esetben
létrehozunk egy 1j csucsot, és az M + 1 bejegyzést a két cstucs kozott szétosztjuk. A két
csoport kiilonvalasztasahoz megkeressiik azt a két bejegyzést, amelyek k6zos MBPR-je
a legnagyobb térfogattal rendelkezik:

max V (FIndMBPR(r;, r;)) — (V (r;) +V (1))

rrjeE

Ezzel a képlettel megtalaltuk az egyes csoportokat reprezentalo elemeket. Ezt a két
bejegyzést a nagy térfogat miatt, nem ajanlott egy kozds csucsban tarolni. A
tovabbiakban ezeknek az MBPR-jét bévitjiik a tobbi bejegyzés beszurasaval. A besziras
minden esetben ugy torténik, hogy figyelembe vessziik azt, hogy mennyivel novelik a
1étrejott két csoport MBPR-jének térfogatat, majd ahhoz szurjuk be, amelynél a
novekedés minimalisabb lesz.

Egy PR-faba valo parametrikus téglalap beszurasakor minden szinten meg kell
taldlni a megfeleld részfat és annak MBPR-jét novelni kell a beszirando téglalap
méretével. Két parametrikus téglalap MBPR-jének eldallitasahoz O(d) id6 sziikséges.
Egy parametrikus téglalap térfogatanak kiszamitasa ismét O(d) idot igényel. Mivel
minden csticsnak maximum M szamu gyermeke lehet, ezért ha mindegyikre elvégezziik
a téglalap novelést, majd kivalasztjuk koziilik a minimum térfogatut, akkor annak

miveletigénye O(d *M) lesz minden egyes szinten. n szamt parametrikus téglalapbol
épitett fa magassaga log,, n, igy a gyokértdl a megfeleld levélig eljutni
O(d*M *log,, n) id6t vesz igénybe. Ezzel megadtam a beszuras miiveletigényét,
amikor csucsvagast nem hajtunk végre.

Ha még valamely szinteken csucsvagasra is sziikség van, akkor minden vagaskor

M 2 -szer el kell alltani két téglalap MBPR-jét, hogy meghatarozzuk a két 01j csucs egy-
egy referencia bejegyzését. Ennek miiveletigénye O(d * M ?) . Ahhoz, hogy a hatralévd
M - 2 darab téglalapot elhelyezziik valamely csucsban, O(d * M) id6 sziikséges. Ezért a
beszuras teljes miiveletigénye O(d *M?*log,, n) lesz, ahol M a lapméret (maximalis

bejegyzések szama egy cstcsban), d a dimenzié mértéke és n a parametrikus téglalapok

- 105 -



6. FEJEZET: Mozgé objektumok indexelése

szdma. Egy 1j elem beszlrdsa utan is megmarad a fa kiegyensulyozottsdga, hiszen a

csticsvagasokat ennek megfelelden végeztiik.

Torlés : Az objektum azonositokat erésen ajanlott egy masik keresOfaban is
eltarolni, gy hogy egy pointer mutasson a valddi tarolds helyére. Ennek
kovetkezménye, hogy minden médositaskor ezt a fat is frissiteni kell. A keresdfa helyett
hasznalhatunk hasito-tablat is. Torlésénél eldszor ebben a faban keressiik ki az
objektum azonositojat, igy gyorsabban megkapjuk az objektum helyét a PR-faban. A
masodlagos fabol valo torlés miiveletigénye O(log,, n). Ezutan tordljik a PR-fabol is a
hozza tartozo6 bejegyzést. A PR-fdban természetesen Ujra kell szdmolni azt az MBPR-t,
amely a torolt csticsot tartalmazta, és ezt el kell végezni a faban felfelé haladva, amig
mar nincs sziikség tovabbi csokkentésre. Az Gjraszdmoldsok miiveletigénye

O(d *log,, n). Azt is figyelembe kell venni, hogy egy csucsnak legalabb M /2

bejegyzést kell tartalmaznia, és ennek a feltételnek a torlés utan is fenn kell allnia. Ha ez
mégsem all fenn, akkor a csticsot meg kell sziintetni ¢és a bejegyzéseit Ujra

beszurasokkal szét kell osztani a vele egy szinten elhelyezkedd cstucsok kozott, amely
O(d*M?®*log,, n) idében végezhetd el. Ez a vizsgalat akar a gyokérig is felgyiiriizhet.

Mindezekbdl  kovetkezik, hogy egy  torlés  teljes  miveletigénye
O(d *M?*log®m n) lesz.

6.4 Gyakorlati felhasznalas

A jovo-idejii lekérdezéseknek két csoportja kozott tehetlink kiillonbséget, a vart
eredményt6l fliggben. Az egyik csoportot alkotjdk a jOovO-idejii intervallum
lekérdezések. A masik osztdlyba tartoznak a jovo-idejii paraméteres lekérdezések.
Mindkettd eredménye két tabla térbeli Gsszekapcsolasan alapul. Altaldban, a térbeli
Osszekapcsolasok két térbeli objektumok halmaza kozott, valamilyen térbeli allitas
alapjan létrejovo kapcsolatot jelent (pl. atfedés).

A két osszekapesolt objektumhalmaz lehet, hogy mas-mas indexelést hasznal, sot
akar az is lehet, hogy az adattarolasi modjuk is kiilonbozik. Ha a korabbi repiilégépes
példahoz visszatérek, akkor mondhat6 pl. az, hogy taroljuk el a repiildket, mint vektoros
adatokat, majd mozg6 objektumok 1évén, indexeljiik ket egy TPR -faval. A viharzona
pedig legyen egy sziirke, raszteres adattarolassal 1étrejott tertilet, amelyet indexelhetiink

pl. négyfa tipusi adatszerkezettel. Ekkor a két tabla térbeli feltételen alapuld
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Osszekapcsolasat igényld, kordbban is feltett jovo-ideji kérdés lehet, az, hogy ,,Melyek
azok a repilék, amelyek 10 percig a viharzonaban lesznek?”. A gyakorlati
alkalmazasok esetén sokszor fordul eld ilyen eset, ezért tartottam fontosnak néhany
sz0lt sz6lni roluk.

Visszatérve a lekérdezések két csoportjahoz, a példat kicsit részletesebben véve a
kovetkezok mondhatok: legyen adott 6 repiildgép a mozgasukat abrazold vektorokkal,
illetve egy viharzdna raszteresen abrazolva. A B repiil6 a 0. referencia idépontban éppen
a viharzonaban van. A 10. ilyen idOpontban mar éppen kilépett, mikdzben D és E meg
berepiilt. Legyen a referencia iddpontok kozotti eltelt id6 1 perc. Ekkor az els6
csoportot alkotd jovo-idejli intervallum lekérdezésre példa a kdvetkezo: ,,Melyek azok a
repiil6k, amelyek a kdvetkezd 9 percben és 59 masodpercben a viharzonaban lesznek?”
Ennek eredménye a B repiild lesz. Egy masik lekérdezés lehet, hogy ,,Adjuk meg az
Osszes repiildt, amelyek éppen most vannak a viharzondban, adjuk meg azt a pillanatot,
amikor a jelenlegi helyzet megvaltozik és azt az eseményt, amely miatt a valtozas
bekovetkezik”. Az ilyen tipust lekérdezéseket lehet a masodik, jovd-idejii paraméteres
lekérdezések, osztilyaba sorolni. Erre a vélasz pedig: jelenleg a B repiild van a
viharzénaban és 10 perc mulva valtozik a helyzet, mert akkor B kilép, D és E pedig
belépnek.

Lathaté, hogy mindkét lekérdezés a jovoére vonatkozik, a kiilonbséget az
iddintervallum és az id6pillanat fogalma okozza (feltételezve, hogy a hajok iranyvektora
nem valtozik meg két egymast kovetd poziciofrissités kozott). Azonban a kiilonbozo
alkalmazasoktol fiiggden, hogy milyen gyakorisdgiiak az idébeli mintavételezéseink,
kozel pontos eredményeket kaphatunk. Figyelembe kell venni azt is, hogy jelen esetben
a repiilok mozgasahoz képest a viharzona fix (statikus), de alapjaban véve az is lehet
egy mozgo objektum.

Ebben a rovid alfejezetben felvetett valos élet problémaira nincs adva egy egységes
eljaras vagy modszer, amely a szakirodalmakban le lenne irva. A konkrét gyakorlati
alkalmazéasoknal ddl el, hogy melyik esetben milyen tarolasi modot és milyen indexelési

technikat hasznaljunk.
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7. FEJEZET: Osszefoglalas

7. Osszefoglalas

Dolgozatomban attekintettem a térinformatikai indexelési modszerek leggyakrabban
hasznalt valtozatait. Két teriileten mélyebb irodalomkutatast és 0Onalldo elemzd
meggondolasokat végeztem. Az egyik 6nallonak tekinthetd részben a konvex alakzatok
indexelésével foglalkoztam. A masik mélyebben megvizsgalt — tananyagban nem
szerepld — kérdés a mozgo objektumok indexelése volt.

A dolgozat megirasdnak elsédleges hozadéka szdmomra az volt, hogy harom
érintkezé tudomanyag szempontjait egyidejlileg kellett, és talan sikeriilt egyeztetni a
targyalasban. Az adattarolas és informaciokezelés mar az tligyviteli alkalmazasok soran
is felveti a hatékony indexelés kérdését. A térinformatikai alkalmazasok azonban sokkal
nagyobb sulyt adnak ennek a kérdésnek, és joval nagyobb valtozatossagot igényelnek a
megoldasban. A megfeleld indexelési eljarasok megértése, illetve 6ndllo kidolgozasa
csak az algoritmusok és adatstrukturak témakor mélyebb ismeretével lehetséges.

Alapvetd felismerés volt dolgozatom elkészitése soran, hogy eltérd kezelési
modszert kivan az egy-, kettd-, illetve haromdimenzios térinformatikai kornyezet, és
tovabbi valtozatossag jelenik meg a mozgd objektumok tanulméanyozésakor.
Diplomamunkdm a teljesség igénye nélkiil — kiilonb6zd valtozataikkal egyiitt — tobb
mint 20 indexelési modszert dolgoztam fel. Az indexelési eljarasok kozott a dimenzid
szamon tul finom kiilonbséget tesznek azok a feladatok, amelyekre hatékonyan
alkalmazzdk dket.

Dolgozatom elkészitésébe alapos munkat fektettem. A befejezést izgalmassa €s
emlékezetessé tette az a koriilmény, amikor varatlan nehézségbe iitk6ztem a trapézokra
szeletelt konvex alakzatok indexelésének kérdésében. Ugy érzem, hogy a felmeriilt
problémara adott megoldasom esetleg nem a legtokéletesebb, de a valasztott témakdor

mélyebb megértését bizonyitja.
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Fiiggelék

Kronologia

Adaptiv kd-fa: J. H. Friedman, J. L. Bentley, R. A. Finkel, 1979.
B-fa: Edward M. McCreight, Rudolf Bayer, 1972.

BSP-fa: Bruce F. Naylor, Henry Fuchs, Z. M. Kedem, 1980.

Fix grid: J. H. Friedman, J. L. Bentley, 1979.

Grid file: H. Hinterger, J. Nievergelt, K. C. Sevcik, 1984.
Hilbert-gorbe: David Hilbert, 1891.

kd-B-fa: John T. Robinson, 1981.

kd-fa: J. L. Bentley, 1975.

Pakolt R-fa: Daniel Leifker, Nick Roussopoulos, 1985.

Pont négyfa: J. L. Bentley, R. A. Finkel, 1974,

Ponttartomany négyfa: Hanan Samet, 1990.

PR-fa: Mengchu Cai, Peret Revesz, 2000

R*-fa: B. Seeger, H. P. Kriegel, N. Beckman, R. Schneider, 1990.
R*-fa: C. Faloutsos, N. Roussopoulos, T. Sellis, 1987.

R-fa: Antonin Guttman, 1984.

Szegmensfa: J. L. Bentley, 1977.

Tartomany négyfa: Hanan Samet, 1990.

TPR-fa: C. S. Jensen, Mario A. Lopez, Scott T. Leutenegger, Simonas “Saltenis, 2000.
TPR’-fa: Yufei Tao, Dimitris Papadias, Jimeng Sun, 2003.
Z-rendezo fa: J. A. Orenstein, T. H. Merrett, 1984.

Z-vonal: G. M. Morton, 1966.
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Abrajegyzék

Abrajegyzék

2. Fejezet

2.1 abra:
2.2 abra:
2.3 dbra:
2.4 abra:
2.5 abra:
2.6 abra:
2.7 abra:

3. Fejezet

3.1 abra:
3.2 abra:

4. Fejezet

4.1 abra:
4.2 dbra:
4.3 abra:
4.4 abra:
4.5 abra:
4.6 abra:
4.7 abra:
4.8 abra:
4.9 abra:
4.10 abra

4.11 abra:
4.12 abra:
4.13 abra:
4.14 abra:
4.15 abra:
4.16 abra:
4.17 abra:
4.18 abra:

Ritka els6dleges index egyedi keresési kulcsokra
Ritka elsddleges index nem egyedi keresési kulcsokra
Strti elsddleges index egyedi keresési kulcsokra

Strh elsédleges index nem egyedi keresési kulcsokra
B*-fa

B*-fa jellegzetes levele

B"-fa jellegzetes belsé csticsa

Pontok, vonalak €s poligonok raszteres rendszerben

Egy poligon vektoros abrazolasa

Pontok indexelése fix grid segitségével
Ttlcsordulasi lapok hasznalata

Téglalapok indexelése fix grid segitségével
Pontok indexelése grid file segitségével
Téglalapok indexelése grid file segitségevel
14-es téglalap beszlrasa

15-0s téglalap beszlrasa

térbeli objektumok és azonositasuk

kd-fa

: adaptiv kd-fa

kd-B-fa

BSP-fa

Z-vonalak (Morton kod ™)

Hilbert-gorbék

Z-vonalak és Hilbert-gorbék 3D esetben M1 14
pont negyedeld-fa

ponttartomany negyedeld-fa: pontok indexelése

ponttartomany negyedeld-fa: téglalapok indexelése
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Abrajegyzék

e 4.19 abra
e 4.20 abra
e 4.21 abra
e 4722 3bra
e 4.23 abra

5. Fejezet
e 5.1 abra:
e 5.2 dbra:
e 5.3 abra:
e 5.4 abra:
e 5.5 abra:
e 5.6 abra:
e 5.7 abra:
e 5.8 abra:
e 5.9abra:

e 5.10 abra:
e 5.11 abra:
e 512 abra:
e 5.13 abra:
e 5.14 abra:
e 5.15 abra:
e 5.16 abra:
e 5.17 abra:
e 5.18 abra:
e 5.19 abra:
e 5.20 abra:
e 5.21 abra:
e 5.22 abra:

6. Fejezet
e 6.1 abra:
e 6.2 abra:
e 6.3 abra:
e 6.4 abra:

. tartomany negyedel6-fa: fekete-fehér raszteres képek indexelése
: tartomany negyedeld-fa: szines raszteres képek indexelése

: negyedeld-fa leveleinek cimkézése Z-rendezéssel

: B'-fa a negyedel-fa leveleinek cimkéjébél

: Térfelbontas a Z-rendez6 fahoz

R-fa

Csucsvagas feltételei

Linearis koltségli csucsvagas

R*-fa

szegmenstfa elso valtozata

szegmensfa masodik valtozata

példa szegmensfa masodik valtozatara

pont tartalmazas vizsgalata elso valtozat esetén

pont tartalmazas vizsgalata masodik valtozat esetén
sikbeli alakzatok 2D szegmensfa épitéséhez

2D pont tartalmazas vizsgalata masodik valtozat esetén
szegmensek metszetének vizsgalata

binaris keresofa épitése szegmensfakhoz

poligon trapézokra bontasa

poligon trapézokra bontasabdl szegmensfa 1étrehozasa
BBST fa a trapéz magassagokhoz

Trapéz az oldalakat nem metsz0 ,,s6pré” egyenessel
Trapéz belso ponttal

A sik soprésének elvi hattere trapéz esetén

Metsz6 konvex alakzatok

Egyenl6 magassagl trapézokra bontas

Trapéz szeletek minimalis befoglald téglalapjai

mozgod objektumok mbr-je és vbr-je a 0. majd az 1. referencia iddpillanatban
két mozgd objektum (0 és q), illetve SR(o, [0, 1]) és SR(q, [0, 1])
transzformalt mozg6 objektum (o), illetve SR(o’, [0, 1])

parametrikus téglalapok vetiilete (x;, t) altérre, konvex burok és MBPR
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